Chapitre 11—

Systémes de coordonnées

111 Les systemes de coordonnées

11.1.1 Repérage géométrique d'un point

O Nécessité du repérage : la Thermodynamique est apparue pour 1’étude des ma-
chines thermiques (les machines & vapeur), qui sont caractérisées par des écoulements
de fluides et par leurs conséquences, les transports de grandeurs extensives : énergie,
quantité de mouvement, etc. La description de ces phénomenes sera ’occasion de rap-
peler lexistence des systémes de coordonnées classiques (cartésien, cylindro-polaire,
sphérique) pour le repérage d’un point de 'espace.

Naturellement, la nécessité d’'un tel repérage est tout aussi évidente dans d’autres
domaines de la Physique, que nous aborderons ultérieurement, comme la Mécanique
ou I’Electromagnétisme. Les résultats établis ici seront donc utiles dans toute la suite.

O Repérage dans I'espace physique : mnous supposerons que l’espace physique est
euclidien ; on peut ainsi définir distances et angles entre directions. Pour 1'unicité
des définitions d’angles, on munira systématique cet espace d’une base orthonormée
directe notée (e, ey, e,), associée au systéme d’azes rigide (Ox), (Oy), (Oz).
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Figure 11.1 — Repérage d’un point P dans l’espace euclidien

Le repérage spatial d’un point P de ’espace relativement a ’origine O choisie, comme
on le voit sur le schéma de la figure 11.1, par ’abaissement de trois perpendiculaires
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et les mesures des abscisses xp, yp et zp de leurs intersections avec les axes.

11.1.2 Le systéme de coordonnées cartésien

O Définition : on appelle repérage cartésien le repérage d’un point P de ’espace
par les trois composantes (s; = zp,s2 = yp,s3 = zp). Ce repérage est associé aux
expressions du vecteur position et de sa variation élémentaire :

I
| |
| OP =r =zpe, + ype, + zpe; dr = dzpe, + dype, +dzpe, (11.1) :
| I

Le déplacement élémentaire dr, calculé ici et dans toute la suite, suppose implici-
tement que les vecteurs de base e;, e, et e. sont constants lors du calcul de la
différentielle ; nous reviendrons sur ce point dans le cours de Mécanique et définirons
a cette occasion les notions de différentielle et dérivée dans un référentiel.

O Généralisation : on choisira d’utiliser la notation générale :

dr = Zuldslel (112)
PC

dans laquelle Z désigne une somme par permutation circulaire des indices 1, 2 et 3,

PC
tandis que dans ce cas p1 = us = uz = 1 est une caractéristique du systeme cartésien

(et de lui seul) ; cette expression définit aussi une base locale €1 = e,, e2 = €,, €3 = €,.

Plus généralement, on parlera de systéme de coordonnées orthogonal pour tout re-
pérage bijectif d’'un point P de l'espace euclidien par trois coordonnées (si, s2, s3)
vérifiant une relation du type (11.2), avec les e; formant une base orthonormée di-
recte.

Dans la relation (11.2), on peut interpréter le vecteur unitaire e; comme la direction
du déplacement du point P lorsque la variable s1 croit seule (a condition de choisir
des multiplicateurs p1, u2 et ps tous positifs).
La figure 11.2 illustre ces trois déplacements élémentaires orthogonaux, et les surfaces
élémentaires associées, dA; = popsdsadss, dAs = pspidssdsy et dAs = pypodsidss ;
le volume élémentaire s’écrit enfin d7 = p; puopsdsidsadss.
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Figure 11.2 — Déplacement élémentaire dans un systeme de coordonnées orthogonal

On remarquera que les notations ont été choisies de sorte que les surfaces élémentaires
d’aire dA; (avec ¢ = 1,2, 3) aient pour normales les vecteurs +e;.



11 : Systemes de coordonnées 239

11.1.3 Le systeme de coordonnées cylindro-polaire

O Définitions : de repérage du point mobile P peut se faire, apres le choix d’un
axe particularisé (Oz), en remplagant les coordonnées cartésiennes (zp,yp) par les
coordonnées polaires (p, ) de la projection P’ de P sur le plan (Ozy). La figure 11.3
montre ces coordonnées dans le cas de deux points P; et P différents.

x €)1

Figure 11.3 — Coordonnées cylindro-polaires

On peut alors écrire OP = pe, + ze,, a condition de définir le vecteur unitaire e,
de la direction OP’, soit e, = cos pe, + sin pe,. Comme le montre la figure 11.3, le
déplacement du point P de P; a P; se traduit par une modification du vecteur e, (et
du vecteur e, défini plus bas) : on a ainsi formé une base locale.

On utilise souvent les notations (r,0) a la place de (p, ) pour les coordonnées
cylindro-polaires ; nous verrons cependant que ces notations engendrent un risque
de confusion avec les coordonnées sphériques, proposées plus loin.

O Déplacement élémentaire : le déplacement élémentaire dr s’obtient en calculant
dr = dpe, + pde, +dze, ; I'expression ci-dessus du vecteur e, fournit immédiatement
de, = — sin pdye,; + cos pdype,, vecteur unitaire directement orthogonal a e, dans le
plan (Ozy). On a alors :

dr = dpe, + pdype, + dze, (11.3)

Ainsi, les multiplicateurs dans le systeme de coordonnées cylindro-polaires sont donnés
par pn =1, po = p et ug = 1.
0O Calculs en coordonnées cylindro-polaires : ce systéme est particulierement adapté

a la description de dispositifs circulaires, cylindriques, hélicoidaux, etc. La figure 11.4
montre un exemple d’application de ce systeme de coordonnées.
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Figure 11.4 — Application des coordonnées cylindro-polaires

Ainsi, le calcul de laire définie par les conditions a1 < p < ag, 1 < ¢ < P2 & 2
constant (aire de la portion de disque grisée sur la figure) se fait en écrivant le dépla-
cement élémentaire dr = dpe,+ pdye, (puisque dz = 0) et I’élément d’aire correspon-
az P2
dant est dA = pdpdey, soit une aire Ay = / / pdpdp = L (a3 —a?).
p=a1 Jp=p1 2
On retrouve bien sur aire ﬂ'a% du disque entier si a1 = 0 et 2 — 1 = 27.

On peut encore calculer de méme le volume du cone de sommet O, de hauteur h et de

base Ag4, en écrivant le déplacement élémentaire ici arbitraire dr = dpe,+pdype,+dze,

donc le volume élémentaire d7 = pdpdpdz ; les bornes de variation en p dépendent

ici de z et s’écrivent sous la forme p1(z) < p < p2(z) ou la géométrie du cone impose

h p2(z) 2
z z z
p1_() = pQ—() = —;on adonc V= / / pdpdedz.
a1 G2 h 2=0Jp=p1(z) Jo=p1

Les intégrales en p et ¢ sont identiques a celles qui précedent et on peut les calculer
h —

d’abord pour écrire V = A(2)dz avec A(z) = % (p2(2)* — p1(2)?), ce qui
=0

revient & considérer le volume VY comme un empilement de portions de disque, d’aires

A(z) et de hauteur dz.

2 h
. z A
Ecrivant alors A(z) = Adﬁ, lintégrale se réduit & V = h_;l / 22dz et on en déduit
0
Adh - R 5
V= — En particulier, dans le cas du céne complet (avec Ag = wa3), on retrouve

1
le résultat classique du volume d’un cone circulaire droit, V = gngh.

Plus généralement, le volume d’un cdne (cf.
ci-contre) construit sur la base d’une surface
quelconque Ay, sur une hauteur h mesurée

perpendiculairement & A se calcule par I'in-
h

tégrale V = (2)dz, ou l'aire A(z) vérifie
z=0
A(z) 2?2

1
-Ab =72 soit ici encore V = §Abh.
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Signalons aussi, parmi les autres résultats classiques qu’il vaut mieux connaitre, ’aire
latérale d’un cylindre (défini par p = a, 0 < ¢ < 27 et 0 < z < h), dont la valeur est

2m h
A, = / ady / dz = 2mah, et le volume intérieur & ce cylindre (avec 0 < p < a,
©=0 0

a 27 h
0<p<2ret0<2z<h), dont la valeur est V., = / pdp/ ad<p/ dz = na?h.
0 ©=0 0

11.1.4 Le systeme de coordonnées sphérique

O Définition : On remplace encore les coordonnées (p, z) du point P dans le plan
OPP’ par un deuxiéme passage en coordonnées polaires (r,8) pour obtenir les coor-
données sphériques, comme le montre la figure 11.5.

€

€9

Figure 11.5 — Coordonnées sphériques

On peut alors définir r = OP = re,., ou e, est le vecteur unitaire de la direction OP,
donc encore e, = cosfle, + sinfe,,.

O Déplacement élémentaire : le calcul du déplacement élémentaire se fait aisément
en remarquant que de, = —sinfdfe, + cosfdfe, + sinfdpe, ; on reconnait dans le
premier terme — sin fle, +cos fe, le vecteur unitaire directement orthogonal & e, dans
le plan OPP’, que 'on note ey. On a alors :

dr = dre, + rdfeg + rsin Odye,, (11.4)

ou bien sir (e, eq,e,) forme encore une base locale. Ainsi, les multiplicateurs dans
le systeme de coordonnées sphérique sont donnés par py = 1, us = r et us = rsiné.

On notera bien que la variable ¢ et le vecteur unitaire e, sont communs aux systémes
cylindro-polaire et sphérique. Malgré cela, on adopte parfois les notations (7,6, z)
pour les coordonnées cylindro-polaires, malgré le risque de confusion qui en résulte.
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0O Calculs en coordonnées sphériques : ce systéme est particulierement adapté a la
description de dispositifs coniques ou sphériques. La figure 11.6 montre un exemple
d’application de ce systeme de coordonnées : on y a représenté une sphere de rayon a
coupée par un cone de sommet O, d’axe (Oz) et de demi-angle au sommet «.

z

Figure 11.6 — Application des coordonnées sphériques

On peut alors s’intéresser au calcul de deux aires : celle As de la portion de sphere
ainsi définie par r = a, a < 0 < et 0 < ¢ < 27 et celle A. du cone défini par
0<r<a =aet0< ¢ < 27 Dans chaque cas, I'expression du déplacement
élémentaire dr = dre, 4 rdfeg + rsin fdpe, permet d’exprimer les deux éléments de
surface, d A, = a?sinfdfdy pour la portion de sphere, et dA. = rdrsin ady pour la
portion de cone.

™ 2m

On en déduit A, = / / a®sin#dfdy = 27a® (1 + cosa) ; en particulier, pour
0=a J =0

a = 0, on retrouve laire 47a® de la sphére complete. De méme, on obtient pour

a 2
aire du cone A. = sina / / rdrdy = ma®sina; le résultat était évidemment
r=0 J =0

P c 1 ™ o PPN .
prévisible dans le cas particulier ou a = —, quand le cone se réduit a un disque.

On peut encore déterminer le volume délimité par ce cone et cette portion de sphere,
donc dans la zone délimitée par 0 < r < a, a < § < met 0 < ¢ < 27; le dé-
placement élémentaire le plus général dr = dre, + rdfey + r sin fdpe, permet alors
d’écrire I’élément de volume dr = r?sinfdrdfdy, d’ott un volume total donné par

a ) T ] 27 27ra3
V= rodr sin 6d6 dp =
0 a 0 3
3

sphere complete, a = 0 et on retrouve le résultat bien connu V = gﬂ'a .

(1 + cosa); en particulier, dans le cas de la

11.1.5 Géométrie des systemes de coordonnées orthogonaux

O Changement de coordonnées : la simple lecture des figures 11.3 et 11.5 permet
d’établir les formules classiques de projection permettant de changer de systeme de
coordonnées, par passage des coordonnés cylindro-polaires aux coordonnées carté-
siennes, et des coordonnées sphériques aux coordonnés cylindro-polaires :

T =pcosy Yy=psing
p=rsinf z=rcosf (1-5)




11 : Systemes de coordonnées 243

On peut ensuite passer des coordonnées sphériques aux coordonnées cartésiennes :

| |
i x=rsinfcosp y=rsinfsiny z=rcosb (11.6) 1
[

O Changement de base de projection : la lecture des mémes figures permet aussi
de retrouver les formules classiques de projection permettant de changer de base de
projection entre les bases cylindro-polaire et cartésienne d’une part, et entre les bases
sphérique et cylindro-polaire d’autre part :

e, =e;cosp+e,sing e, = —e;siny + e, cosp (11.7)
e =e,cosll +e,sinff ey = —e,sinf +e,cosf '
11.2 Opérateurs de I'analyse vectorielle

11.2.1 Opérateurs de gradient

O Gradient d’une fonction scalaire : considérons une fonction scalaire quelconque
f(P). La variation infinitésimale de f lorsque la position r = OP de P varie de dr est
notée df ; dans un systéme de coordonnées orthogonales quelconque (si, s2,83), on

peut écrire, comme pour toute fonction de trois variables, df = Z a—dsl. Compte
S1

PC
10
tenu de Pexpression (11.2) ci-dessus, on peut encore écrire df = Z ——f X p1dsy
PC M1 0s1
qui apparait comme un produit scalaire :
10
df =grad f - dr gradf:Z——fel (11.8)
pc M1 Os1

O Géométrie du gradient : on appelle surface iso-f 'ensemble des points P de
Pespace pour lesquels f(P) prend une valeur constante, ot f est une fonction scalaire
quelconque. Sur une telle surface, tout déplacement dr est donc associé a df = 0,
donc dr L grad f : les surfaces iso-f sont orthogonales au gradient de f.

Le tracé ci-contre représente les lignes iso-T' (en poin-
tillés) et les lignes de champ du vecteur gradT (en
traits pleins) de la répartition de température dans la
zone entourant un tuyau chauffé enterré en profondeur
sous le sol horizontal, lui-méme isotherme.

Plus généralement, le gradient de f décrit le sens de variation de la grandeur f dans
I’espace; il est toujours dirigé dans le sens de 1’augmentation de f puisque la variation
de f vérifie df > 0 pour tout déplacement tel que grad f - dr > 0, orienté donc dans
le méme sens que le gradient de f.

Interprétation géométrique du gradient

\/ Le vecteur grad f est dirigé dans le sens de ’augmentation de la grandeur
scalaire f; il est perpendiculaire aux surfaces iso-f.
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O Expressions de I'opérateur gradient : la relation (11.8), appliquée aux coordonnées
cartésiennes, avec u; = ps = u3z = 1, puis aux coordonnées cylindro-polaires, avec
pw1 =1, po = p et us = 1, et enfin aux coordonnées sphériques, avec u; = 1, o = r
et pus = rsinf, permet d’expliciter I'opérateur gradient dans les trois systemes de
coordonnées othogonaux.

0 0] 0]
Ainsi, en coordonnées cartésiennes, grad f = a—ez + a—fey + a—fez; on peut aussi
x Y z
utiliser la notation symbolique nabla grad f = V f, le vecteur nabla V étant défini
0
en coordonnées cartésiennes par la notation symbolique V = —e; + —e, + ——e..
Or oy 0z
On prendra garde a ne jamais employer la notation symbolique nabla pour d’autres
systemes de coordonnées que le systeme cartésien.
On retiendra :
I ____________________________________________ il
| af 0 of [
' rad f =Vf=-"e,+ ~e, + —e 11.9)
| grad f=Vf =75 e.+ 5 e + 5 e (11.9) 1
! [
De méme, en coordonnées cylindro-polaires :
I ____________________________________________ il
| af 19f of [
' rad f = ——e, + ——e, + = 11.10)
I & ! op © pop ¥ 0z 7 ( ) I
! [
Enfin, en coordonnées sphériques :
T of  1af voof i
| |
! rad f = — -—e —e 11.11
I 8 / or T+T899 rsinf dp * ( ) :
I

a Dérivation d’un produit : tout comme on dérive un produit de deux fonctions d’une
seule variable par la relation générale (f g)/ = f'g+ fg’, on peut vérifier directement,
par simple développement en coordonnées cartésiennes, la relation :

O Variations d’une grandeur vectorielle : considérons maintenant une grandeur vec-
torielle quelconque W, fonction du point P ; lorsque P se déplace de dr, on peut bien
str appliquer le résultat précédent a chacune des composantes de W et écrire par

exemple dW, = (grad W) - dr; cette expression se développe immédiatement selon

ow, oW, ow,
dW, =dz o + dy 3y +dz P

La méme relation, appliquée aux deux autres composantes de W, peut amener a

oW oW A\%
I’écriture de la variation infinitésimale dW = dez—— + dya— + dz——. On définit
Y

ox 0z

alors, exclusivement en coordonnées cartésiennes, la notation a-grad par la relation :
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qui permet en particulier d’écrire, pour un vecteur quelconque, dW = (dr - grad ) W.

Notons qu’on peut généraliser la méme écriture pour la variation d’une fonction sca-
laire, df = (dr - grad) f, puisque la notation (11.13) se généralise immédiatement a
une fonction scalaire f selon :
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Ce qu’il faut absolument savoir

Le repérage en coordonnées cartésiennes, cylindro-polaires et sphériques se fait
respectivement selon r = ze, + yey + ze,, r = pe, + ze, our =re,.

Le déplacement élémentaire dans les mémes systéemes de coordonnées s’écrit
respectivement dr = dze, + dye, + dze., dr = dpe, + pdpe, + dze, ou
enfin dr = dre, + rdfeg + rsinfdpe,. Les composantes de ces déplacements
élémentaires apparaissent sur la figure ci-dessous.

La figure montre les relations de changement de coordonnées, x = pcosy,
y = psiny et p = rsinf, z = rcosf, ainsi que les relations de changement de
base, e, = e, cos p+e, sinp, e, = —e, sin p+e, cosp et e, = e, cos+e,sinf
et eg = —e,sinf + e, cosd.

La variation d’une grandeur scalaire s’écrit df = grad f - dr, ou le gradient
grad f est dirigé dans le sens de 'augmentation de f, perpendiculairement aux
surfaces iso-f.

Selon le systéme de coordonnées, on aura grad f = ﬁew + gey + ﬁez,
ox Jy 0z
af 10f af af 10f 1 of
df=— - —e, df=—e +-—= —— —¢e,.
grad f 8pep+p8<pe¢+aze ou grad f Gre +r8969 rsme&pew




