CNED - FORMATION CPGE

TRAVAUX DIRIGES DE
MECANIQUE DU SOLIDE

PC/PC*

Ce TD comporte deux séries d’exercices :

1) Des exercices d’applications directes du cours

2) Des exercices d’entrainement a I'écrit des caredissus des annales X-ENS, Mines-
Ponts, Centrale-Supélec et CCP)

Dans la premiere série vous trouverez, pour chadeseparties « cinématique du solide » et
« dynamique du solide » donnant :

I Conseils

Méthodes

)

Erreurs a éviter

A Indications

afin de vous permettre de vous aiguiller dansdaltdion d’un exercice et d’acquérir les bons
réflexes pour aborder une situation nouvelle.
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1% série : exercices d applications directes du cours

¢ Remarques générales pour la cinématique du solidle

IS~ Conseils :

* Faire un schéma de la situation.
« Définir un repére adapté au mouvement si I'énorecke donne pas.

* Les schémas sont toujours plans, faire attentioforéentation du troisieme
vecteur : il faut que la base soit directe.

= Méthodes :

* Choix du repére :
On choisit la base qui donne les expressions les gimples des éléments

cinématiques du centre d'inertie G du solide : eect positionOG, vitesse\TG et
accélératiora,, .
Exprimer aussi le vecteur rotation du soli@edans cette base.
* Calcul des moments cinétiques et énergies cirgtiqu
Il faut appliquer les théoremes de Koenig en digtant les cas suivants :

- solide en translationg, =OGOmv, et E, :%mvf3 ;

- solide en rotation autour d’'un axe fixk passant par le point O :

0,=J,0Q etE, :%JA.QZ ;
- solide en rotation autour d’un axe gardant unectioe fixe :
0. =0GOmv, +0* et E, %m\/ vE
* désigne le fait que les grandeurs sont évaluéas b référentiel barycentrique :
0*=J,0 etE =%JGQZ, ou J, estle moment d’'inertie du solide par rapport a

un axe passant par G

« Utilisation de la condition de roulement sanssgisent :
- il faut écrire la nullit¢ de la vitesse de glissemng, en considerant que le

point de contact des deux solides a la méme viase les référentiels liés a
chacun des solides ;

- chacune des deux vitesses du point se contactdiet die I'application de la
relation de Varignon ;

- si le support est fixe, la vitesse du point de aonappartenant au support est
nulle (cas courant).
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[

Erreurs a éviter :

« La relation de Varignow, =v, + @ OAB ne s'applique que pour deux points A et
B d’'un méme solide

« S'il y a deux bases, cartésienr(eE,uj,ui) et cylindriques(q,u;,uz), il se peut

que se soit la bas(ef,u?,—ui) qui soit directe.

Indications :

 Le vecteur vitesse d’'un point s’obtient :
- soit en dérivant par rapport au temps son vectesitipn ;
- soit en utilisant la relation de Varignon si on gatt déja la vitesse d’un point.

» La direction d’'un vecteur rotation s’obtient avecregle des doigts de la main
droite (ou la regle du tire-bouchon), attentiorsayne !

* Le vecteur orthoradialng de la base cylindrique est toujours orienté dansehs
des@ croissants !
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¢ Exercice 1 : Roulement d’'un glagon sur un igloo

On considere un glacon sphérique (de centre deentassle rayorr , en mouvement dans
référentiel terrestre . Il roule sur un igloo sphérique de rayBn On noteé I'angle entre |
verticale ¥ et la droite OG epp I'angle décrivant la rotation du glacon dans séiénentiel

barycentrique.

1. Ll'igloo est fixe dansr, par quelle égalité vectorielle se traduit la dbad de roulemen
sans glissement ? L'écrire en projection sur unge b@nvenablement choisie que I
indiquera et en déduirg en fonction def, r et R.

2. Ligloo est mobile dans et se déplace a la vitesga, sur le sol horizontal, comment ¢

e

st

modifiée la condition de roulement sans glisserflent

Solution

1. La condition de roulement sans glissement ¢’'@riannulant la vitesse de glisseme
v, =0|.

nt:

La vitesse de glissement du glacon sur l'igloosf@mn considérant le point de contact | entre

le glacon et I'igloo Vg =Vingiagon ~Viigioo -

Y/ =0 car l'igloo est fixe dan®,

I Oigloo
Vicgacon S'ODiENE Par la relation de Varignom ., = Ve + 2 OGI
On choisit la base cyIindriqL(Q,E,—E), avecu, vers nous, pour repérer G :
y

406 _ d((R+r)u)
dt
On en déduit\Tg = ((R+ r)é—rq))u:,. La condition de roulement sans glissement s’@boits

Dans cette base, = =(R+r)6u,. De plus2 =-gu, et Gl =-ru, .

(R+r)é-rg =0, dou ¢:(R:rj9.

2. Dans ce cay,;;,, = XU, = >‘<(sin6?ur + coa9u9).

On a alorsy, =((R+r)@-rg-xcosd)u, - x siru, , d'ot|(R+r)6~rg~xcosf = Q.
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¢ Exercice 2 : Modélisation d’'un vélo

On modélise un vélo de la fagon suivante :
Le cadre : une barr€ C, homogéne, de masdé et de longueur, les extremité, et C,

sont les centres des roues. Les roues : deux disgertiques, de masse, de rayonR et de
N 1 R . ,
moment d’inertieJ :EmR2 par rapport a leur axe de révolution (passantjast C, ).

On repére le mouvement du systeme par trois vasahllabscissex du centre d’inertie G d
I'ensemble, et les angleh et ¢, qui caractérisent la rotation des roues.

1%

Sens du mouvement
y

¢ ¢,
/g g

C::l | C::Z
CHol

1. Déterminer les expressions des vitesses des pGinGS,, C,, |, et |,, ainsi que les

OI

vecteurs rotation2, et 2, de chacune des roues.

2. En déduire les expressions du moment cinétique rggort au point O) et de I'énergie
cinétique du vélo dans le référentiel du sol.
3. Comment sont réduites ces expressions si les dewes roulent sans glisser ?

Solution

_— JE—

T — = N\— — — R =
1.0G=xu, +Ru, = [Vg = XU,|, OQZ(X_E u,+Ru, = |V, =XU |, de mémeVe, =XU,|.

JE—

- tous les points de la bar@C, ont méme vitesse car la barre est en translagictiigne.
Les vitesses des points de contfctet |, des roues avec le sol s’expriment a l'aide de la
formule de Varignon :

Y, =Ve, +2,0C ], =su, +(-gu,) O(-Ru)) = |v, =(x-Ra;)u,|

De méme [v, =(X-Rg,)u,|

Les vecteurs rotation de chaque roue sp@t = —@,u, | et 52 = —¢2JZ :

2. On utilise les théorémes de Koenig :

—_— — — 1 .
—_ * - = 2
0,=0G0Om v+ o etE,=—m v+ E
y moment 2 g
masse o masse énergie
totale cinetique totale cinétique
barycentrique barycentrique

On décompose le systeme en trois sous-systemesadie, la roue 1 et la roue 2.
Moment cinétique barycentrique du cade ;.= 0 (cadre fixe dans R¥).

Moment cinétique barycentrique de la roue a?l*::J?zj:—%mqub@, de la roue 2:

_—

2= et
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Moment cinétique du vélog, =OGO(M + 2m)v, +0 *

soit EO':—(R(M +2m)x+%mR2(¢1+¢2)jJZ,

L’énergie cinétique barycentrique du cadrié;;adre =0 (cadre fixe dans R¥).

L’énergie cinétique barycentrique de la roueEI;:=%JQl2 =%mR2¢f.

L'énergie cinétique barycentrique de la roueE’;z::%JQs :%mqub;.

L’énergie cinétique du véloE, :%(M +2m\V; +E,,

. 1 L, 1
soit|E, =§(M +2m) X2 +ZmR2(¢12+¢22)_

3. La vitesse de glissement de roue 1 S'8glEV, 01~ Vipso » SOItY, = ()‘(— Rq)l)ux :
—
=0 car sol fixe
De mémev, =(x-Rg,)u, .

Si les deux roues roulent sans glisger=v, =0, d'oll X= R, = Rg,.

On peut alors écriri@?o =-R(M +3m)xu, | et(E, =%(M +3m) |
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¢ Remarques générales pour la dynamique dy
solide

I~ Conseils :

* Faire un schéma de la situation.
 Définir un repere adapté au mouvement si I'énorecke donne pas.

» SiI'énoncé précise qu'il y a glissement, penskerlai de Coulomb.

= Méthodes :

* Choix du repeére :

On choisit la base qui donne les expressions s gimples des vecteurs position,
vitesse et accélération de G. On exprime ensistiolees dans cette méme base.

» Aborder tout probleme de mécanique
- définir le systeme d’étude, souvent proposé paohéé (faire attention s’il y a
plusieurs solides) ;
- préciser le référentiel et choisir le repére ;
- €crire les élements cinématiques du centre det§ravecteurs position, vitesse
et accélération de G, ainsi que le vecteur rotatiosolide.
- effectuer le bilan des forces en précisant leuntpdiapplication ; attention au

sens de la force de frottement de glissenfent
- le point d’application d’'une force est importantupde calcul des moments de

forces: le moment en O dune forcE s'appliguant au point A est
M (F)=OADF .
- choix d'une loi d'évolution (théoreme de la résotea dynamique TRD,

théoreme du moment cinétique TMC, théoreme de ispace cinétique TPC
ou de I'énergie cinétique TEC ou de I'énergie mépasn TEM).

* Application du théoréme de la résultante dynamique
- sile mouvement est une translation pure ;
- si I'énoncé demande I'expression d'une force (lact&n de contact est
souvent I'inconnue des forces) ;
- si I'énoncé demande la position d’'une rupture detaxt, il faut connaitre la
composanteN de la réaction de contact qui doit s’annuler lai$a'y a plus
contact.

 Application du théoréme du moment cinétique
- sile mouvement est une rotation pure ;
- sil’énoncé demande une vitesse de rotation ;
- il s’applique toujours par rapport a un point figa solide s’il en posséde,
sinon par rapport a G (dans le référentiel baryapn).
- le moment du poids calculé en G est nul ;
- le moment de la réaction calculé au point de comisicnul.
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» Application du théoreme de I'énergie mécanique
- si I'énoncé demande « par une méthode énergétigilieest préférable aux
théoremes de la puissance cinétique et de I'énengitique ;
- si le systeme est conservatif il donne rapidem@afubtion différentielle du

mouvement E_ =cte ou d(im =0);

- I'énergie potentielle associée a une force qurangille pas est constante ;
- I'énergie potentielle de pesanteur se calculeR/jaP) =(-mg [DG +cte.

5 Erreurs a éviter :

* N'oublier pas la réaction de contact avec le supf@oreur classique) !

* Ne pas passer de temps a «résoudre » les équdiitérentielles : on donne la
solution et on détermine les constantes a I'aidecdeditions initiales.

A Indications :

« Pour trouver la direction de la composante tarigksfT de la réaction, utiliser la
propriétév, [T <0 (Coulomb) s'il y a glissement est la vitesse de glissement).

» S’il y a roulement sans glissement :
- la condition de roulement sans glissement donreenrentre deux variables

et &, ou ¢ etd, ce qui permet de réduire les systéme d’équatiaésoudre ;
- la réaction de contact ne travaille pas si le suppst fixe, on utilise un
théoreme énergétique.

« Equation différentielle récurente de la formé&=Ksind. On obtient 8> en
multipliant I'équation différentielle paf et en intégrant par rapport au temps.
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¢ Exercice 3 : Direction et rGle de la force de fraement de glissement

Cet exercice a pour but de penser systématiquemstappliquer pour donner le sens dg la

force de frottement de glissement, qui peut étre soit dans le sens du mouvement,| soi
opposeée.
1. La marche a pied : Lorsqu’on essaie d’avancer erchmat, on souléve un pied, expligyer
pourquoi c’est la réaction tangentielle des actidascontact sur l'autre pied qui nojs
permet d’avancer. Que se passe-t-il sur du veRylas
2. Rebond d’une balle de tennis : lorsqu’on lance b de tennis sans vitesse de rotation
propre, on constate qu’apres le rebond elle possedaouvement de rotation dirigé dgns
le sens du mouvement. Expliquer.
3. Solide en translation sur un plan horizontal : @mrte une vitesse intiale a un objet que
I'on fait glisser sur un plan horizontal, on constgu’au bout d’'une certaine distancs il
s'immobilise. Expliquer.

Solution

1. Lorsqu’on essaie d’avancer, on exerce une foirggée vers l'arriére, c’est-a-dire que I'on
essaie d’imposer au pied une vitesse de glissediegée vers l'arriere, le frottement sur le

sol crée alors une force de frottemdhtdirigée vers l'avant, c’est elle qui met le pieu e
mouvement.

Remarque : c’est la méme chose pour une roue tigr@@n rotation.

S’il N’y a pas de frottement, il N’y a pas de moment ; sur une plaque de verglas on a
seulement du glissement « sur place » aussi bpégdagu’en voiture !

2. Au moment du choc de la balle sur le sol lasg#ede glissement est dirigée dans le sens du
mouvement, dond@ est dirigée vers l'arriere.

T !ﬁ
C’est I'ensemble des deux forceﬁs?) qui fait tourner la balle vers I'avant.

3. Lorsque I'objet glisse sur le plan horizontalyltesse de glissement est dirigée dans le sens

du mouvement, dond est dirigée vers l'arriére, elle agit comme uneedode freinage et
ralentit I'objet jusqu’a immobilisation.

-10 -
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¢ Exercice 4 : Théoréme de la résultante dynamiquéd RD)

On considére une boite parallélépipédique, de massde hauteur?a, sans vitesse initialg,
qui glisse avec frottement sur une table inclin&en dangle a par rapport a I'horizontal
(mouvement de translation pure).

Soit f le coefficient de frottement de glissement.

1. Déterminer I'expression de la positiotit) du centre d’inertie G de la boite en fonction|de
f,geta.

2. A partir de quelle valeur critique, de I'anglea le mouvement est-il possible ?

3. Expliquer pourquoi n'y a-t-il pas de mouvementsk a, ?

4. Proposer une méthode de mesurefde

1%

Solution

Le mouvement est une translation pure, on chorgt hase cartésienne, le mouvement de G
est parallele a I'ax®x. y

a

X

Systéme : boite. Référentiel : du laboratoire,|éeti.
Repérage de G : O8xu, +au, , V; = XU, etag = XU, .
Bilan des forces : - poids (qui s’applique en ®=mg = rrg(sina@ - cos:ru?) :
- la réaction du plan (qui s’applique en R=T + N =-Tu,+Nu, .
Ici T freine le mouvement, elle est donc dirigée suivant et T > 0.
o . . = = = . [mX=mgsina-T
1. Le théoréme de la résultante dynamique s’écri; = P+ R, soit .
O=-mgcosa + N
On en déduitN =mgcosa .
Puisqu’il y a glissement la loi de Coulomb indiglies fN, d'ou T = fmgcosa .
On a alorsk = g(sina - g coxr).
En intégrant deux fois aveq0) = 0 (énoncé) etx(0) = 0 (choix), on obtient :

2
x(t) =g(sina-g coscr)%.

2. Ce mouvement n’est possible quessia — f cosr > ( (sinon la boite remonterait le plan

incliné, ce qui n'a aucun sens), d'ad>tanf , on en déduir, =tanf |,

3. Sia<a, il nN'y a pas de mouvement car les aspérités daside la boite et de la table

s’interpénetrent.
4. Pour mesurerf on souleve doucement la table jusqu’a ammorcemdeivement de
glissement et on mesure alars, on en déduitf =arctano, .

-11 -
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¢ Exercice 5 : Théoréme du moment cinétique (TMC)

Cet exercice a pour but de bien distinguer lesd&gsplication du TMC suivant la donnée ¢lu
moment d’inertie (par rapport a quel axe), ce quiditionne le calcul du moment cinétique
Un pendule pesant est constitué d’'une tige eniootaiutour d'un axe fixe passant par ung de
ses extrémites, le point O, dont on étudie ledlatons. La liaison en O est parfaite.
Soit m sa masse/ sa longueur et G son centre de gravité.

On repere la position de G par la variable angailéir e}
2

1. Determiner I'equation différentielle du mouvementwilisant J, = 3 9 G

2

2. Déterminer I'équation différentielle du mouvementwilisant J; =

3. Donner la solutiord(t) dans le cas ou la tige est lachée sans vitedgddrd’'une position
g, (faible devant 1 radian). Quelle est la période okillations ?

Solution

Le mouvement est une rotation pure : on choisitase poIaire(uT,uj), le mouvement de G

est inscrit dans un cercle de centre O et de raélon

Systeme : tige. Référentiel : du laboratoire, gall.

Repérage de G@=£E, Ve =g9u:.

Le vecteur rotation de la tige e&t = 6'?uay (perpendiculaire au plan de la figure).
Bilan des forces : - poids (qui s’applique en ®=mg = mg (cos@@— sirﬂu?) ;

- la réaction en OR.

Le théoréme du moment cinétique appliqué en i = Mo (P)+M,(R).
dt —

0

M, (P) :GGDF’:EUT Dmg(cos?uT— sirﬁuT,) = —mgg sidu, .

me? .— me? ..

1. 0, =J,2=—6u,, le TMC fourni 39
3

/. s )
8 =-mg—=siné, soit|@+—sin@d = 0.
3 M9 2 2/

2 2 2 2
m€2 6u, = mi 6u, + ”fz 6u, = m€3 6u,, on

2. ;Ozaémmv;+aea=gmm£;9@+

obtient donc le méme résultat.
3. Dans le cas d'oscillations de faible amplitigled = 8 et on a une équation différentielle

de la formef + «f8=0 aveca, =, /% :
La solution générale est de la forréigt) = Acos(t) + B sir{wpt) .
Avec les conditions initialeg(0) = g, et (0) = 0 on obtient {6(t) = §, cos(wpt)|

- —_— : /26
La période des oscillations eﬁtz%, soit|T, =21t 5 :

-12 -
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¢ Exercice 6 : Théoréme de I'énergie mécanique (TEM)

C’est le théoreme énergétique le plus souvensatiii donne plus rapidement I'évolution fiu
systeme que le TEC ou le TPC.
On considére une boule de masseet de rayona, initialement immobile, qui roule sanps
glisser sur un plan incliné d’'un anghe par rapport a I'horizontale.
On repere son centre de gravité G par son absgissee soit & I'angle qui caractérise da
rotation propre dans le référentiel barycentrids@n moment d’inertie par rapport a un gxe

passant par G esk= é ma’.

1. Déterminer une relation entre et 4.
2. Déterminer I'énergie cinétique de la boule en fmctdlem, a et x.

3. Déterminer I'énergie potentielle de la boule.
4. Déterminer I'expression de la positiodit) de G a chaque instant.

Solution

On choisit une base cartésienne, le mouvement ek Garallele a I'ax©x .

Y

%

O

a X

Systeme : boule. Référentiel : du laboratoire |égh.
Repérage de GOG = xu, +au, , Vg = XU, .

Soit @ le vecteur rotation de la boule2 = -6u,

-
1. Deux variables interviennent et &, pour les relier on utilise la condition de rouksm
sans glissement : la vitesse de glissement et va# 0.

—_—

Or Vy =Vimoue ~Viopan €t Viopan =0 car le support plan est fixe.

D'aprés la relation de Varignorv, =v, =y, + 2 OGI = xu, + (—éui) D(—au?) =(x-ad)u, .

=0 donndx=ad].

v,
g
2. Lénergie cinétique de la boule s’exprime via I#éoreme de Koenig:
EC

=1mv(25 +EJG_(22,soit Eczlmxz+—1\]6'?2.
2 2 2 2
2 2 ~ X . _ 7 .2
Avec J =—ma“ et d=— on obtientE, =—mx"|.
5 a 10

3. Bilan des forces : - poids (qui s’applique en ®)=mg = rrg(sina@ - cosnu?) :

- la réaction du plan (qui s’applique en R:
Puisqu’il y a roulement sans glissemeRt ne travaille pas et on lui associe une énergie
potentielle constanteE, ﬁ( Scte.

L'énergie potentielle de pesanteur se calculeBjaP) (-mg [DG + cte.

E,(P)=-mg (sinaut - cosnu?) [qu‘x + auj) +cte=-mg sinr Ck+cte

-13 -
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FinalementE = -mgsina [X+cte|.

4. Le poidsP est une force conservative Bt ne travaille pas donc la boule est un systéme
conservatif, son énergie mécanique totale se comser

L'énergie mécanique de la boule s’écri; = E +E, =%)m>‘<2 -mgsina X+ cte.
La conservation de I'énergie s’écddtm =0, soit%mzxx— mg sina X = 0.

On obtientx=ggsina, et en intégrant avec deux fois avi®) =0 (énoncé) etx(0)=0

(choix), on obtient [x = (1—54 g sinajt2 :

-14 -
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2¢me série : exercices d entrainement a ['écrit des concours

¢ Exercice 7 : Modélisation du patinage au démarragd’un véhicule

Un véhicule patine au démarrage, puis roule toytaimant et enfin commence a rouler spns
glisser, on cherche a partir de quel instant lase¢ de glissement s’annule et le véhigule
commence a rouler sans glisser.

Pour cela on modélise la situation de la fagonase :

On considére un cylindre plein C homogéne (de eetgrmasse G, de masse de rayonr

: . : 1 ffx .
et de moment d’inertie suivai@y : J :Emrz) en mouvement dans le référentiel terrestge R

galiléen. Il roule sur un plan fixe horizont@ky, Oz est la verticale ascendante.
A l'instant t =0 on le pose sur le plan avec un mouvement initialsg réduit a une rotatign
de vitesse angulaire) positive autour de 'ax&y, G est fixe.

Les frottements de glissement du cylindre surda glont caractérisés par le coefficidnt
On notew la projection du vecteur rotation du cylindre €y a instant quelconque et par

I'abscisse de G. 7
Sy

o , X

1. Déterminer I'expression de la vitesse de glisseraaitaque instant en fonction de r et
w. Commenter sa valeur initiale.
2. Déterminer les expressions dét) et w(t).

3. En déduire I'expression de linstafta partir duquel le cylindre commence a rouler dans
glisser en fonction de, «,, f et 'accélération de pesantegr. Commenter l'influence
dew et f.

Solution

1. Cinématique OG = xu, +ru, doncv, =su, avecx(0)=0 et 2 =au, avecw(0)=w.
A un instantt quelconque la vitesse de glissement du cylindrdesplan s’écrit, puisque le
plan est fixe\Tg:V(IDC/R), que l'on détermine a l'aide de la relation de igaon :

—_—

V() =V(G) + @0GI = xu, + i, 0(-ry,), soitlv, = (x-ra)uy,|

A t=0, %(0)=0 et @(0) = &, doncv, = Ty, .
Commentaires :
1) \E 20 : le cylindre patine effectivement au démarrage ;

2) v, est dirigée suivantu, et, puisquil y a glissement, la loi de Coulombpiigue
v, T <0, doncT est dirigée suivantu, , c’est la force de frottement qui met le cylinere
mouvement.
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2. Systeme : cylindre. Référentiel : terrestreilégh.

Les forces que subit le cylindre sont : son pdids mg = -mgu, (qui s’applique en G) et la
réaction du plarR=T + N =Tu_+ Nu, (qui s'applique en ).

Pour trouverx(t) la vitesse de translation de G on applique lerérée de la résultante

0=N-mg

Puisqu’il y a glissement la loi de Coulomb s’édrit fN = fmg et x = fg, d’ou|x(t) = fgt|.
Pour trouvera(t) la vitesse de rotation propre du solide on appliguthéoréme du moment

dynamique, qui s’écritna, = P+ R, soit {

—_—

*

cinétique dans le référentiel barycentrique, gécst do :M—G(5)+M—G(ﬁ).

dt
Or M;(E) =GGOmg=0 etﬁg(ﬁ) :aDﬁz(—rE) D(Tuj+ Nuj) =-rTu, .

De plusg* = Jg):%mrzaﬂy , soit%mrzci)= -rT

2fg

Z—fg et a(t):_Tt"'%

.
3. On en déduit;, = (x-rw)u, =(fgt +2fgt -reg)u, =(3fgt -rep ) u, .

i
Y 3fgl

On en déduitw= -

On obtient finalemer

Commentaires :
- plus @, est grand (accélération importante donnée paoneucteur) et plus la roue patine

longtemps ;
- plus f est grand (plus il y a de frottement) et plusdelement sans glissement commence

tot. S’il n'y a pas de frottement =0 ett, = : le roulement sans glissement ne commencera
jamais, comme sur du verglas.

- 16 -
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¢ Exercice 8 : Expérience avec une craie

On place une craie au bord d'un table et une |égeéreirbation la fait rouler sur I'aréte de|la
table ; a un moment donné elle quitte la tableredrae une chute libre.
On cherche a savoir a quelle position elle quadtéable et si elle glisse avant de quittef la
table.

Pour cela on modélise la situation de la faconasue :

On considere un cylindre plein C homogene (de eatgrmasse G, de masse de rayonR

N . . 1
et de moment d’inertie suivant son axe de symetﬂG:EmRz) en mouvement dans |e

référentiel du laboratoire R galiléen. Il est |adahs vitesse initialeé?g =0) a partir de I
position caractérisée par 'anghs =0, sur I'aréte rectiligne horizontale d’une table.

Le contact cylindre-aréte de la table est cara#épar un frottement de glissement|de
coefficient f et on noteT et N les normes des composantes tangetielle et nordeala

réaction de l'aréte.

1. Appliquer le théoréme de la résultante dynamiquecyimdre et exprimerN et T en
fonction dem, g, R, 6, f et 6.

2. Appliguer le théoreme du moment cinétique et eruntéd’équation différentielle vérifieg
par 6.

3. Exprimer N(8) et T(€) en fonction dem et g. En déduire I'angled,, appelé angle d
décrochage, pour lequel le cylindre quitte I'aréte.

4. Le cylindre a-t-il glissé avant de quitter I'ar@e(ou pourra effectuer une analyse
graphique).

174

11%

Solution

Systeme : cylindre. Référentiel : du laboratoiegrestre, galiléen.

Cinématique OG=Ru, , v; = Rdu,, a; =—R#%u, +Rdu, et 2 =-6u, .

Attention : les bases directes s _’tﬂ,u_z’), avecu, vers nous, eT,u_g',—@).

Les forces que subit le cylindre sont :

- son poids qui s'applique en @:=mg = -mgu, = -mg (cos@@ - sirﬂu?) :

- la réaction de l'aréte qui s'applique en ®=T + N =-Tu, + Nu, .

1. Le théoréme de la résultante dynamique s'éaria, =P+R, et on obtient

{—mRé2 =-mgcosf+N {N = mg cosd - mRE?

. , OU bien _ ..
mRE =mgsind-T T =mgsind-mRE8

2. Le théoreme du moment cinétigue par rapport anintp fixe O s'écrit
do, _—
dt ©

(I3)+M;(§) aveco, =OGOmv, +0 *.

-17 -
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Attention : ici on garde le term©G Dm\TG car 'axe de rotation ne passe pas par G (pourtant
cet axe est fixe).

Avec g* = —%mRZQJZ et OG Omv, =-mR?6u, on obtienta, = —ngZQJZ .
Wo(ﬁ) =0GOmg =Ru, Dmg(— codu, + sirﬂu:) =-mgR siu, ,

M, (R)=000R=0.

9:§sin0.

3R

Le TMC donne finalemenfcngzé =-mgRsiné, d’'ou

3. De I'expression précédente on obtiéifd) =%sin0.

Pour obtenir N(8) il nous faut 62, pour cela on multiplie«?:%sinﬁ par @ et on

)2 12
integre par rapport au temps, on obtieéqt——g = —%(cos@— 00390).

Les conditions initiales sord(0) = 0 et §(0) = 0, soit £ =%(1— cosd).

FinalementN () = %(7 cosf- 4.

Le cylindre quitte l'aréte e, tel queN(6,) =0 : équation de rupture du contact.

On en déduit|4, =Arccos; =55,2= 55 ¢

4. Lorsque le cylindre commence a glisser, la miGbulomb indiqueT = fN, c’est-a-dire
pour I'angle 8, tel quesing, = f(7cosd, -4).

Pour connaitre la valeur d& et la comparer a cellg; afin de répondre a la question, il faut
résoudre 'équation trigonométriqusing, = f(7coseg—4) en connaissant la valeur de,

valeur dont on ne dispose pas.
On peut néanmoins compargy et g, par analyse graphique :

A

<+sind
\
— f(7cosf- 4)
>0
o 4 4

< < <

basculemen basculemen chute
sans avec lihre
glissement glissement

Le cylindre commence a glisser ep<g, c’est-a-dire avant de quitter la table.

Ce résultat ne dépend pas de la valeurt de

-18 -
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¢ Exercice 9 : Mesure d’'un moment d’'inertie

On considére un cylindre homogéne de centre dean@ssle massen=2,3g, de rayon
r =28 mm et de moment d’inertid par rapport a son axe de révolution, en mouveihams

le référentiel terrestre galiléen.
Il roule sans glisser sur un plan incliné (fixe slda référentiel terrestre) d’'un angte par
rapport a I'horizontale. Ce plan incliné est canstid’'une planche de longuedr=1,5m

dont on a soulevé une extrémité d’'une haute'ur 2 cm.

Le cylindre est abandonné sans vitesse initiat;netégligera les frottements fluides. On npte
@ la vitesse angulaire de rotation du cylindre dangférentiel barycentrique.

1. L’énergie mécanique du cylindre se conserve-t2Rourquoi ?
2. Etablir I'équation horairex(t) du centre de masse G du cylindre a partir d’'uangi

énergétique, en faisant intervenir les grandeursr, J, a et g l'accélération de I3

pesanteur.
3. La durée du parcours est=5,1s, en déduire la valeur dé.

Solution

Systéeme : cylindre de masse, de rayonr et de moment d’inertid .
Référentiel : du laboratoire, galiléen.

Bilan des forces :

- poids (qui s’applique en G)P = mg = mg (sinau? ~ cos:ruj) ;

- la réaction du plan (qui s’applique en IR:

1. Le poidsP est une force conservative. Puisqu'il y a roulensams glissement la puissance

des actions de contact est nulie ne travaille pas.
On en déduit que I'énergie mécanique totale seecuas

2. Le centre d'inertigG (x,r) : OG=Xxu, +ru, , Vg = XU, .
Soit @ le vecteur rotation de la boule gtl'angle qui caractérise la rotation (dans le stns
mouvement) :Q = —gu,

.
L'énergie mécanique s'écritE, = E, +E_, avecE, =%mv(25 +E, :—;mx2 +—;J¢2.

E, =-mg [DG+cte= —rng(sinauﬁX - coszuj) [@xu? + ruj) +cte=-mg sim X+ cte.

Dol E, =%m>‘<2 +—;J¢2—mgsinaD<+cte.

Deux variables interviennent et ¢, pour les relier on utilise la condition de routmsans
glissement : la vitesse de glissement est nylte 0.
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OF V; =V e Car le support plan est fixe.
La relation de Varignonv, =v, =V, +Q 0GI = xu, +(—¢ui) D(—ruj) =(x-rg)u,.

—_—

v, =0 donnex=r¢ etE, :%(m+i2) x> —mgsina X +cte.
r

. . . . OE . . . .
La conservation de ['énergie s’ecrltd—tm =0, soit (m+i2j X-mgsina =0, soit
r

H 2
X(t) = mgsmat_'
m+r—2 2
H 2
3. De I'expression précédente on dédult= mrz(w—lj.
X

Avect=7r=5,1s, x=d=15m etsina=01’—052, on obtientd =5,410° kgnf|.
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¢ Exercice 10 : Antenne

Lors de I'étude d’'un guide d’onde réalisé au labmra, on place a sa sortie une ante
constituée d’'une tige de longueBL et de mass€m. Un systeme mécanique la maintig
dans sa position verticale, afin de détecter unaiteitype de polarisation. Le champ
pesanteur est orienté dans le sens et la diredtidiaxe desx.

F
ressort
(k)
o >
F support >y
antenne
\4 v
X X

L’antenne est soudée a une tige, support de lomgueat de massen. Le point O est fixe e
correspond sur le dessin a la position de I'axeotktion sans frottement des deux tiges d
le plan de la figure.

La position relative de F et F’ est choisie afiavdir, a I'équilibre mécanique, le support H

horizontal.

1. Exprimer I'allongement/ — L, du ressort a la position d’équilibre. On nate la longueur
a vide de ce ressort.

2. On suppose que la rotation se fait avec un angldefaet que la direction FF’ res
verticale. On noteJ, et J, les moments d’inertie des deux barres par ragpbsxe Oz,
respectivement du support et de l'antenne. Ecriggubtion vérifiee par les petitg
oscillations mécaniques (dues aux vibrations dedahine dans le laboratoire).

2 2
mL ot J2:8mL

3.0n pose:J, = . En déduire la période des oscillations de fa

ne
bt
de

ans

O

e

S

ble

amplitude.

Solution

On étudie le systeme {tige + antenne} dans le edfiéel du laboratoire supposé galiléen.
Ce systéme subit: - le poid® de la tige appliqué e, ;

-le poidsE2 de I'antenne appliqué €@, ;

- la force de rappel du ressd?rt appliqguée en F';

- la réaction en OR.

1. Aléquilibre G,, G, et F’ sont repérés padG, = —%G; OG, = Lu, et OF=-Lu, .
De plus le théoréme du moment cinétique indiquelgue®mme des moments des forces

rapport au point O est nul, sdTo(ﬁ)+Wo(52) +|\TO(Er)+M—O(ﬁ) =0.

-21 -
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o () =( -5, Jomau; =554, g () = Lu; Dzmais =0

Mo (F) =(-Lu,) O(-k(£ - Lo)u,) = (-Lk(¢ - Ly))u; , Mg (R)=000R=0.

On en déduit en projetant suy : —Lk(¢ - L) +m%L =0, soit|/ - L, = % :

2. Lorsque [l'équilibre est déplacé le théoreme doment cinétique s’écrit alors:
do,

dt
D’aprés le théoreme de Koenig;?o = (J1+J2)5 (systéme en rotation autour d’'un axe fixe)

i ) M () o) ().

avec @ =6, .

— L — L . — L— L _— . A
De plus OG, Z_E coaé’uy+—2 sirgu, :——2u3,+—249uX aux petits angles. De méme
OG, =L coddu, +L sirfu, = Lu, +L6u, et OF'=-L co®u, +L sifu, =-Lu, +L6u,.
Ona alorsﬁg(ﬁl) :m%l‘u‘Z et M;(Ez) = -2mgLéu, .
Puisque FF'  reste vertical F =-k(/-L,+Lsin@u,=~-k(-L,+LOu, et
Mo (F ) =-Lk(t - Ly +LO)u,

Finalement, en projetant sug : (J,+J,)8 :m%L—ngLH— Lk(/ - L, +L8).

Avec ¢ - L, :% on obtient(J; +J,)8+(2mg +KL)LE =0,

2 2
3. Avec J, SIS J, =8m on aJ,+J,=3m" eté+(2L+ij0=O.
3 3 3mL
On obtient I'équation différentielle d'un oscillate harmonique de période propre
T, =om |—mk |
2mg + kL
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¢ Exercice 11 : Oscillations d’'une barre sur des rés

Une barre de massa peut glisser sans frottement sur deux rails peea! Les deux rails ¢t

la barre forment un plan horizontal. Les seuls neooents possibles de la barre sont des

translations rectilignes parallelement a la digectiles rails noté®x (I'axe Oz est vertical

vers le haut). La barre est liée a un ressort dkewiak . L'origine des abscisses est choigie

/k . I A
lorsque le ressort est au repos. On page ,|— . A l'instant initial on lache la barre saps
m

vitesse initiale a I'abscissg(0) =a aveca>0.

i — ‘

> X

1. Déterminer I'équation différentielle du mouvemerar g'application de théoreme de
résultante dynamique.

Déterminer I'expression de I'abscisgede la barre en fonction du temps

Déterminer I'expression de I'énergie mécaniqueadedrre en fonction du temps.

Awp

potentielle élastique.

On suppose maintenant que la barre subit une é&dmttement visqueuk =-av ol v est

le vecteur vitesse de la barreeetun coefficient positif. On pose) = \/% etA =2Lr/n'

5. Etablir 'équation différentielle du mouvement.

6. On supposel << ), . Déterminer I'expression de I'abscisgede la barre en fonction d
tempst.

. Représenter I'allure du graphe deen fonction de .

8. Montrer que I'énergie mécanique de la barre peunstire, avec la conditiod <<,

\]

. 1 - , .
sous la forme approcheée; =Eka2e 7. On donnera lI'expression de

Solution

1. On étudie le systéme {barre} dans le référemtielaboratoire supposé galiléen.
Elle subit : - son poidsP =mg =-mgu, vertical ;
- les réactionsﬁ et ﬁ; des rails (a chaque extrémité de la barre) véesca
- la force de rappel?r du ressort, puisque l'origine des abscisses esisieh
lorsque le ressort est au repos, son allongement etsfr = —kxuﬁX :
On repére le centre de gravité G de la barre visasscissex : OG = xu, , d’oll v, = xu, et
a; = XU, .
Le théoréme de la résultante dynamique appliqaébarre s'écrit ma, =P+R + R, +F, .

-23 -
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En projetant sur I'ax€®x on obtient :mX = —kx, soit, avecw, :\/E X+ afx=0|
m

2. La solution générale de cette équation difféelat se met sous la forme:
X(t) = Acos(awpt) + B sin(wt) .
On en déduitk(t) = —Aay sin(wt) + B, co{wy) .

Les conditions initialesx(0) =a et x(0)= 0 donnentA=a et B=0, d’ou|X(t) = acos(«pt)|.

. L . 2
Le mouvement de la barre est oscillatoire sinusaiegériodel, =—.
%

3. L’énergie mécanique de la barke, est la somme de son énergie cinétidgieet de la
somme des énergies potentielles dont dérive les forces conservatives, $gjt=E +E, .

Ve - - 7 g Ve - ~ ’ ~ l *
L’énergie cinétiqueE, de la barre s’écrit, d’'apres le théoreme de KoerEg=§rrw§ +E,.
L’énergie cinétique barycentriquE, est nulle car la barre glisse sur les rails, eéeroule

. 1
pas, d’ouE, :mez.

Le mouvement de la barre étant horizonRalne travaille pas, et comme il n’y a pas de
frottementR et R, ne travaillent pas non plus, on peut donc ass@cis trois forces une

énergie potentielle constante (que I'on choisitejul
La force de rappel du ressort travaille et on lesaxie I'énergie potentielle élastique
1

£ =1i. Finalement E. -1+t
P2 2 2

Avec x(t)=acos(at) et x(t)=-awsin(wt), on obtient en utilisanth):\/%:

1, . . . . .
= =Eka . On retrouve le fait que le systéeme soit consdrwed qui est normal car on ne

considére pas les frottements.

4. La valeur moyenne de I'énergie cinétique surpéréode s’écrit < E, >:_I_ij'oTo E.(t)dt.
0
Avec x(t) = —aa sin(awgt), on déduit< E, >=%ma)§a2 El_l_ij‘(:"sinz(wot)dt :
0
1% . 1 1
Or —| "sin®(@t)dt ==, d'ou < E, >==mafa’.
T, IO (caf) 2 ¢ 4mw§

De méme<E, >:TiLT° E, (t)dt :%ka2 E—l_l_ljf cos’ (at) dt :Zlkaz.
0 0

Puisquea, = \/E alorsk =maf et finalemenF< E.>=<E, >|
m

5. Au bilan des forces précédent il faut rajoutar force de frottement visqueux
F =-av=-axu, et la projection du théoréme de la résultante nynae appliqué a la barre
sur I'axe Ox s’écrit : mX=-kx—ax.

Avec @, :\/E et A=-2 on obtient [x+24x+efx =0
m 2m
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6. On cherche une solution exponentielle de la éoxfh)= Ae", en injectant dans I'équation
différentielle on obtient I'équation caractéristiqux+2Ax+afx=0 de discriminant
4=4(X*~f).
Avec ) << ¢, ce discriminant s'écritd = —4af =(2jw,)” avec j? =-1.
Les solutions de I'équation caractéristique soottsal, = -4 — jaw, etr, =-A+ jw,.
On en déduitx(t) = Ae™ + Be? =™ (Ae”"‘*’t + Bej“’Ot) , OU encore :
x(t) =e™ (A'cos(ewt) + B 'si{wyt))
On en déduitx(t) = -1 (Acogapt) + B'sin(ayt)) + e (= A ay sin(eyt) + B' cwy codant)) .
Aa

Les conditions initiale(0) =a et x(0)=0 donnentA'=a etB'=—.
a

Finalement x(t):ae‘”‘(cos(abt)+% sir(a)ot)j. Avec la condition A << ¢j),, on obtient

X(t) = ae™ cos(ayt) |
7. L'allure du graphe de& en fonction de est la suivante :

A

On parle de régime transitoire pseudo-périodique.
8. De x on déduit :

x=a(-Ae" cos{apt) -e e, sir{wyt)) = ~awe™ (% cogwd )+ si(w(;))

Avec la condition/ << ay,, on obtient :x(t) = —~wpae™ sin(wyt).
La force supplémentaire de frottement est non ceatee et ne dérive donc pas dune

énergie potentielle, I'énergie mécanique de laebgarde la forme E,, :%mx2 +—;kx2.
4 H — 1 o2 1 2 1 2422t o742 1 — At 2
On en déduitE,, = mx +—2kx = maga’e ' sin (a)ot)+—2ka?e cosiwi).

Or k =maf, doncE,, :%kaze‘“t (sinz(%t) + co§(a)0t)) , SOit|E, =%ka2e‘”t .

, : 1, , 1
On obtient une expression de la forBe==ka’e * avedr =§.
A cause des frottements visqueux, I'énergie mécendg la barre diminue exponentiellement
au cours du temps.
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¢ Exercice 12 : Chute d’'une échelle

On considere une échelle que I'on modélise partigeeAB homogéne, de centre d’inertie [G,

2
de longueur2L, de masséM et de moment d’inertie par rapport a I'a®e : J = M3L .

Cette échelle glisse sous l'effet de son poidsofegld’'un mur depuis une position initigle
guasi-verticale et sans vitesse initiale.

Le point A est en contact avec le sol (supposéjiarhent horizontal (ax®©x)) et le point B
est en contact avec le mur (supposé parfaitemeticale(axe Oy)). On suppose que lgs

points A et B restent en contact avec le sol aetle au cours du mouvement de la barre.

On noted l'angle orienté entre le mur et la barre. Le chatagpesanteur terrestre est supposé

uniforme et notég = —gu?. On suppose que la barre est soumise uniquenmsat @oids e

aux deux actions de contaBf et R, en A et B et que ces deux actions de contactssoTs
frottement.

On cherche les positions de rupture éventuellecdetacts en A et B et laquelle apparaif la

premiéere.

1. Montrer par une méthode énergétique queérifie I'équation différentielle & :%sinﬁ.

En déduire I'expression d& en fonction des.
2. Exprimer le vecteur accélération de G en fonctiergdet & uniquement.

3. En déduireR, et R; en fonction deM , g, et 4.

4. Déterminer les angle§,, et 8,, (différents de 0) pour lesquelld®, et R, s'annulent

respectivement.
5. Comparer ces deux angles et commenter.

Solution

On étudie le systeme {échelle} dans le référemtigkestre supposé galiléen.
Elle subit : - son poidsP =M g =-Mgu, vertical ;

- la réactionRﬁA verticale car il N’y a pas de frottement, applig@h A, telle que
R.=R.U, (R, >0);
- la réaction@ horizontale car il n’y a pas de frottement, appdéig en B, telle

queR, =Ryu, (R, >0).
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1. On repere le centre de gravité G de la barréangle 6 0G= ﬁ+%

Avec OA = 2L sinfu, , OB= 2L cosfu, et AB =OB-OA, on obtient :

OG =L sinfu, +L codu, .

D'ol v, = LQ(COSHJX— sirﬂuj) eta, = L(fcosd-&* sinf)u, -L (8 sig+6” cod)u,

Le vecteur rotation de I'échelle est2 = 4u, .

Le poids est conservatif et les réactidﬁs et ﬁ; ne travaillent pas puisqu’il 'y a pas de

frottement, I'échelle est donc un systeme conséyvsdn energie totaleE =E +E, se

dE
conserve etd—t’" =0.

D'aprés le théoréeme de Koenlkg) :%va3 +—;JQZ.

Avec V2 =(L9) J —% et Q% =&° on obtient :E, :EMLZGZ.

L'énergie potentielle est celle de pesantely =-M gl  @@&=MgL sfeccte.

=0 donngd =§sin9.
4L

FinalementE, = g ML?6?

A2 )2

On multiplie paré et on intégre par rapport au temp%—:—g—; :?Ig(coseo - cosﬁ) .

Or, initialementd, =0 et §, =0, d'ou|6” = zﬁ (1-cosd)|

2. En remplacant les expressions précédente® deé? dans I'expression de I'accélération
a, = L(HcosH & sm?)u —L(é? sirg + 6° coQ) , on obtient :

ag ——(30086? D sirfu, +3g( 3cd¥- 2cds- )d,|

3. Le théoréme de la résultante dynamique appbdaébarre s'écrit Ma, =M g+R, +R; .

En projetant sur 'ax@x on obtientR, =379(30056?— 2 siru,|.

En projetant sur I'axeOy on obtient §=379(300§6’— 2co8 - )]uﬁy+mguﬁy d’ou

2
R =9(3c0¢6- 2co8+ 2 |u;, ou bienﬁA=9—g(cosﬁ——1j u, |
4 3”7 4 3

4. @, s’obtient rapidemment, il est tel q8e0s8,; — 2= (, soit|f,, =arcco{§j = 48,2|.

g,, vérifie cosd,, —% = ( dou|f, = arcco{%j = 70,8\

6. Puisqued,, > 8,; on déduit que le contact cesse en d’abord ena3f-&-dire que I'échelle

se décolle du mur tout en continuant a glissereswsol, puis elle se décolle du sol avant la
chute finale.
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¢ Exercice 13 : Mouvement d’une sphére dans un rafixe

Une sphere homogene, de centre C, de raycet de massean, est mobile dans un pl3
vertical en restant en contact avec un rail PPindsseM , que I'on modélise par une portig
de cercle de centre € de rayonR, dont I'axe de symétrie est vertical.

Le moment d’inertie de la sphére par rapport a x@ passant par @st J :émrz. Le

référentiel fixe orthonormé dired®; = (O,ux,uy ,uz) ou u, est vertical dirigé vers le bas ¢

supposé galiléen.

Le mouvement de la sphére est repéré par deux ptemm I'anglea que fait OC avecuﬁX
et I'angle de rotatior@ autour de I'axe horizontal qui portE.

A chaque instant, on appelle | le point de contact de la sphere d&aail. On note A I
point du rail situé sur son axe de symétrie. L'#madion de la pesanteur egt gu? .

La sphére roule sans glisser sur le rail fixeidfétent, elle est au repos ®C fait un angle

a, avecu?. Le systéme comprend deux degrés de liberté citgnes,a et 6.

1. Ecrire la condition de roulement sans glissemenad@hére sur le rail sous la forme d’'U
relation linéaire liantr, R, @ et . Controler la pertinence de la relation obtentene
part en comparant les signes respectifsédet de ¢, et d’autre part en analysant
situation lorsque = R.

2. Déterminer l'expression de I'énergie mécanique l¢ot&, du systeme. En dédui

I'équation différentielle vérifiee par la fonctiam(t) .
3. Déterminer la périodd& ,, des petites oscillations.

On considere deux rails circulaires de méme ralRonSur chaque rail, on place a I'inst3
initial une sphére de rayon, de massan en des points repérés par le méme aagle Les

sphéres sont lachées au méme instant, avec ussevitatiale nulle. Les deux rails sont

n
DN

st

ne

e

nt

de

nature différente, de sorte que la premiere sprare sans glisser et que la seconde gljsse

sans rouler.

4. En utilisant des arguments énergétiques qualifadiéerminer quelle est la sphere
arrive la premiere au point le plus bas A. Le rigwdst-il modifié si les masses des sphé
sont différentes ?

5. Etablir une expression intégrale du tempsnis par la sphere la plus rapide pour atteir]
le point A. Comment peut-on, sans calcul suppléaientobtenir le tempg' mis par la|

Ui
bres

dre

sphére la plus lente pour atteindre ce point ? rbgter le rapportr—.
T
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Solution

On étudie le mouvement de la sphere dans le réféird®) galileen. Elle subit :
- son p0|dsP mg mgu ;

- la réactionR du rail.
1. La vitesse de glissement de la sphere surllg’éarit vy =V, g e~V o rail = =0 carily a non
glissement.
Or Vpq =0 car le rail est fixe. La relation de Varignon demy.,...=V+ 2 UCI avec

Q=46u, le vecteur rotation de la sphéreGit=ru, .

De plusv, —dd%:—i((R r)u) (R-r)au, .

Finalement la condition de roulement sans gliss¢énten la sphére sur le rail s’écrit
(R-r)d=-r8
PuisqueR-r >0 alorsé et ¢ sont de signe opposé, ce qui est cohérent pusidaesphére
roule vers la gauche en descendant afbrd et ¢ < 0.

Sir =R la sphére est de méme taille que le rail et @lpeut pas rouler sans glisseet 0.
2. L’énergie mécanique totale de la spheretestE +E .

L’énergie cinétique s’écrit via le théoreme de Kigen

E. =1mv§ +1y00 =—1m(R—r)Zc‘rz+—1—2mr 02
2 2 2 25

La condition de roulement sans glissementd? =(R-r)2¢? donne finalement
E, =lm(R—r)2d2.
10

La réactionR ne travaille pas puisqu’il y a roulement sanssglisent, on peut lui affecter une
énergie potentielle constante.

L’énergie potentielle de pesanteur s’éd:szDtp =-mgx. +cte puisqueut est descendant.

: 7 .
FinalementE, = -mg(R-r)cosa +cte et E =Em(R—r)2a2—mg(R—r)cosa+cte.

R ne travaillant pas eP étant conservatif, I'énergie mécanique totale aesphére est

stationnaire et(ij—li‘ =0.

ddli[ —Em(R ry?2ad +mg(R-r)a sing et on déduit I'équation différentielle vérifiée
. . 50 .

par la fonctiona(t) :|a + sina =0,
7(R-r)

3. Pour les oscillations de faible amplitude<<lrad et sind =a on obtient I'équation

différentielle d’un oscillateur harmoniquiz+ «fa =0 avecw, = 7(29 ) dont la solution

-r

générale est de la form(t) = acost )+b singut |, ce mouvement est sinusoidal de période
7(R-r

T, = =2 , SOIt| T, =217, Q

2 59
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4. Pour la sphere qui roule sans glissedE, =O=%m(R—r)zd2—mg(R—r)(cosa— ])

10g
7(R-r)

d'ou ¢? =

(1-cosa).

Pour la sphére qui glisse sans rouletE =O=%m(R—r)Zaz—mg(R—r)(cosa— 1, dou

dZ - Zg
(R-r)

(1-cosa).

Or2 >%) donc la sphére qui glisse va le plus vite et arlivpremiére au point le plus bas A.

On peut expliquer cela de la maniére suivante r pEgrideux sphéres la variation d’énergie
potentielle de pesanteur est la méme.

Pour la sphére qui roule sans glisser la réactertravaille pas, I'énergie potentielle de
pesanteur est convertie en énergie cinétique dsléitgéon et en énergie cinétique de rotation.
Pour la sphére qui glisse sans rouler la réactiotravaille pas non plus sinon sa composante
tangentielle la ferait rouler, I'énergie poteniellie pesanteur est convertie uniguement en
énergie cinétique de translation, c’est donc dlievg le plus vite et qui arrive la premiére au
point le plus bas A.

Dans les deux cag®(a) ne dépend pas de la masse donc le résultat mssnpdifié si les
masses des spheres sont différentes.

29

5. Pour la sphére qui glisse sans roulgf = R-1) (1-cosa).
-r
Dot g=99 -_ | 29 (1-cosz) (cara <0).
dt  \(R-r)
On en deéduitdt = - &da et en intégrantrz—jO &da ou bien
29(1- coxr) w29 (1- coxr)

_[% (R_r) :i
r—jo —29(1_ com)da \/Ef(ao).

De méme pour la sphére qui roule sans glissnéF:j:0 \/ﬁda = \/:ZOf (@) |

On en déduit L = Z )
T 5
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¢ Exercice 14 : Mouvement d’'une sphére dans un ragduspendu

On reprend I'exercice précédent mais cette folsilla roule sur une piste de forme circulal
suspendue en un point, le couplage entre la billéaepiste engendre un mouveme
spectaculaire, objet de cet exercice.

Les points Pet P’ sont attachés en ar des fils inextensibles de masse négligeableguc
permet au rail d’osciller autour de I'axe horizdrgassant par O. La position du milieud

rail est repérée par I'anglg. Le centre de masse dui rail se trouve a chaque instant suf

droite OA & une distancé de O. On notel'= MR® le moment d’inertie du rail par rapport
son axe de rotation. On appelle respectivemintet T les composantes de la force

réaction du rail sur la sphére au poimatlonu‘r et G; . La sphére roule sans glisser sur le |

qui est maintenant en forme de quart de cerclegilasdeursa et 8 sont les mémes gye

celles utilisées dans I'exercice précédent.

1. Ecrire la condition de roulement sans glissemdigrmede 8, ¢ et .

2. Exprimer dansR; le moment cinétique?l; de la sphéere en C et en déduire I'express
du moment cinétiqueTo de la sphere en O.

3. Exprimer dansR; le moment cinétique?zg du rail en O.

4. Exprimer dansR , I'énergie cinétiqueE; de la sphere, I'énergie cinetighg du rail et
enfin I'énergie cinétique,; de I'ensemble rail-sphére.

5. Appliquer le théoréme du moment cinétique en @risEmble rail-sphére et en déduire
équation différentielle liant les fonctiormst) et A(t).

6. Appliquer le théoréme du moment cinétique en C asphére seule et en dédu
I'expression deT en fonction deé, puis, en utilisant le résultat de la questioren,
fonction ded et 3.

7. Appliguer le théoreme du moment cinétique en O aliseul et en déduire la relatiq
différentielle : AB-B&d =—-Mg/sin8 (1). On exprimera la constantd en fonction de
M, m et R et la constant® en fonction dem, r et R.

8. Déduire des résultats précédents la relatiohN'd—B'S=-mg(R-r)sina (2). On

exprimera la constant@&' en fonction dem, r et R. Vérifier que I'équation (2) est €
accord avec le résultat de la question 2 de I'ezengrécédent.

9. Retrouvez les équations (1) et (2) a partir de id@nations énergétiques. Démontrer
AA'>B?,

10. Que traduit I'absence de termesdret # dans les équations (1) et (2) ?

PNt

1%

la

~

a
de
ail,

Eion

ine

n

=]

ue
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On considere maintenant que les angtest S sont l'un et l'autre voisins de zéro, ce pui
permet de linéariser les équations (1) et (2). sep = Mg/ et D'=mg(R-r).

On cherche les solutions du systeme linéarisé daugorme : a(t)zRe(aoej“‘) et

Bt) = Re(@ej“) (3), ot g, et B, sontdeux nombres complexgs,=-1.

On appelle pulsation propre du systéeme tout régitipav qui permet d'obtenir des solutiops
non nulles du systeme linéarisé sous la forme (3).
11. Déterminer les pulsations propres et @, du systemedy > w,) en fonction deA, A’,

B,DetD'.

12. Montrer que sia, # 0, la solution S du systeme linéarisé est une fonction de la farne
L(t) =/7[cos(cqt )— cosfut } On ne cherchera pas forcément a déterminer Istaoie/;
en fonction des parameétres du systeme.

On réalise le montage expérimental avec les paramphysiques suivants =1,27010° m,
R=1910% m, M =90010° kg, m=67[10° kg, ¢/=17,7010° m et g=9,81mIs°>. On
dispose d'un systeme de mesure qui permet d'etnegdes valeur de I'angl@ en fonction du
temps. Pour une condition initial@(t =0)=0, avec a, suffisamment faible, on obtieft
I'enregistrement représenté sur la figure suivante

nz—/B(l)

0.1

-0.1

0.2
t

0 1 2 3 4 5 6 7 3 9 u

13. Déterminer a partir de cette figure, une valeuraximative des pulsations propres pu
systeme expérimental. Cette estimation est-ellepetitvle avec les valeurs théoriques ?

Solution

1. La vitesse de glissement de la sphére surlle’éaiit v, =V, ee—V o =0 Car il y anon

glissement.
La relation de Varignon donneg .=V .+ 2 0CI avecv, =(R-r)du,, Q,...=6u, le

vecteur rotation de la sphere@t=ru, , soit Vs yee=| (R=1)d +16u, .

Attention ici v, , # 0 car le rail est mobile.

La relation de Varignon donne__, =V, +Q_, 0Ol avecv, =0 (O est fixe),2_, = Au, le
vecteur rotation du rail @i =Ru, , v, = RAU, .

Finalement la condition de roulement sans glissénten la sphere sur le rail s'écrit
(R-r)d+r@=Rf|
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2. Le moment cinétique de la sphére en C est somanb cinétique barycentrique

. 2
0.=J0Q soit| 0, =gmr249uZ :

sphere?

0,, S'écrit via le théoréme de Koenig, =OCOmv, +0,..
Or OC= (R-r)u, etv. =(R-r)au, , dou :

O, :[m(R—r)2d+§mr29}Jz.

3. Le moment cinétique du rail en O est son morserédtique barycentriquez =J'Q
soit|o,, = MR?A3u, |

rail

4. L'énergie cinétique de la sphére s'écrit vighéoréme de Koenif . =%mvf:+%3!22

sphére!

Soit|E :%m(R—r)zc'r2 +émr 67,

rail 7

L’énergie cinétique du rail est son énergie cingigbarycentrique EchaJ'Q2

. 1 .
Soit| E =5 MR?3?|.

Finalement I'énergie cinétique de I'ensemble rplére est :

1 2 42 1 202 1 2/ 2

E.=—mR-r)a“+=-mrf“+=-MR :
o5 (R-r) E > B

5. L'ensemble rail-sphére subit son poils mgu_+Mgu_, les tensions des deux fils (dont

le moment en O est nul) et les deux réactionsgem $’annulent (forces intérieures).
Le moment en O du poids s’écrit (attention au pdiapplication de chaque poids) :

M, (P)=0COmg +0GOMg
:(R—r)(cowa+ simu?) DmgujM( cog(a’u?+ si;lB’uT,) DMguﬁx
=-(mg(R-r)sina + Mg/ sinB)u,

—_—

s . Adg, Ao, (s .
Le théoréme du moment cinétique s’é dtlo +T20 =M, (P) on obtient alors :

m(R-r)?d +§mr 20+ MR?5 =-mg(R-r)sina - Mg/ sing

Or (R-r)a+rd=Rg, doncé:BB—(Ejd, et on obtient :
r r

m(R—r)(R—%rjc‘H(MRZ +§erjﬁ=—mg(R—r)sina—Mg£ sing

6. Appliquons le théoréme du moment cinétique enl&sphére seule :
doye _

M. (P)+M.(R).
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Or o——=3mr29E, M_(P)=CCOmg=0 et M_(R)=CiOR=ru O(Nu +Tu, )=rTu,,
1C 5 z C C r r a z

dou|T =gmr[9.
5

Or (R-r)a+ré=RA3, d’ol 9=7RB—($)0? etT =§m[R,5’—(R—r)d].

7. Le rail subit son poid® = M g, la réaction de la sphéreR et les tensions des deux fils.
Appliquons le théoréme du moment cinétique en @dseul :
9%0 - 3 (F) + Mo (-R
dt
=0GOMg+ Ol D(ﬁ)
= ((cospu, + sinBu, YIMgu, + Ru, D(—Nuﬁr —TE)
=-Mg/sinBu, - RTu,
Avec g,, = MR?$3u, on obtientMR?3 = -Mg/sinB - RT .
orT :émr {BB—(B—ljd] donc MR?8 = -Mg/sin B - R%mr {EB—(B—ljd} ;

r r r

On obtiem(M +§mj Rzﬂ—émR(R— rya =-Mg/sing|.

. e . 2
Par identification :Az(M +§mj R?| et B=ng(R—r) .

8. On élimineMg/sin S dans le résultat de la question 5 :
m(R—r)(R—érjc‘H(MR2 +§erj,5’ =-mg(R-r)sina - Mg/ sing

et celui de la question précédeﬁm +§mj Rzﬂ—émR(R—r)d =-Mg/sin, on déduit:

m(R—r)(R—érjc‘H(MR2 +§erj,5’: —mg(R—r)sina+(M +§mj RZ,B——EZSmR(R—r)d

soit %m(R— r)zd—?zst(R—r),E’ =-mg(R-r)sinal.

. e 7 2
Par identification [A' =gm(R—r)2 et B'=ng(R—r).

Si le rail est fixes =0 et on retrouve le résultat de la question 2 deefeice précédent.

9. Appliquons le théoréme de I'énergie mécaniquedguque la dérivée par rapport au temps
de I'énergie mécanique est égale a la puissanc®d®Es non conservatives.

Au rail : dd% =P(-T). Or Egz=Ex+Ey :%MRZ,E’2 -Mg/cosf+cte et

—_—

P(-T)=-TW,_, =-Tu, (RAu, =-TRA.

Orail

orT :ém[RB—(R—r)d] et P(-T) :—émR[RBB—(R—r)[?d].
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On a alors—=& E‘R = MR*BB+MglBsing.
On obtient blen, en simplifiant paf, le résultat de la question 7.

De méme pour la sphére=—= E‘S =P(T) = ——mR[R,B,B (R—r)[j’d] .
Or Ers:%m(R—f)zd2+émr 2602 -mg(R-r)cosa +cte et

% = m(R—r)zdd+§mr 206 +mg(R-r)dsina .

Avec Q:Bﬁ’—(ﬂja —ﬂ ( ja et en simplifiant patr , on obtient bien le
r r r

résultat de la question 8.
En reportant les expressions e A' et B :

2
AA'-B? =(M +§mj RzElgm(R—r)z—(—émR(R—r)j on obtient :

AA'- B? :%MmRZ(R—r)2+—§(mR(R—r))2 :—émRz(R—r)z(7M +2m) et dondAA' > B

10. Les équations (1) et (2) ne contiennent pagmees end et 4 car on ne considére pas

les frottements fluide.
11. Puisque les angles et B sont 'un et l'autre voisins de zéro on peut égina =a et

sing=p.
AB-Bd =-D ﬁ
A'd-B' [=-

En utilisant les grandeurs complexes= %ej“‘ et g=&e"“‘ on obtient le systeme:

(D—sz)&+ sz%=o

{Baf&ﬂD'—A'aﬁ)%:O'

On cherche des solutions non nulles pawril faut que le déterminant du systeme soit nul,

Soit :

(D - Aw’)(D'- A'w’)-B’w* =0, ou bien :(AA'-B?)w’ - (A'D + AD)w’+ DD "'=0.

Le discriminant de cette équation dif @egré enw/ est :

A=(A'D+D'A?-4(AA-B*)DD .

En développant et en refactorisant on peut édirg( A'D - D'A)? + 4B°DD ", d’oli 4> 0.

On en déduit les deux solutions positives :

A'D +DA'++/4 A'D+DA'-V4
Z\/ 20A-B7) || Z\/ 2(AA=B?)
12. Les solutionsr et £ sont des combinaisons linéaires des modes prepras a donc :
a =acost )+ b cos@t et f=a'cost )+b 'cosfut
PuisqueB(t =0)=0 alorsa'=-b'=7 et|S(t) =/7[cos(cqt )— cosfut }

En posantD = Mg/ et D'=mg(R-r) on obtient le system

telles quew > w,.
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13. On peut aussi écrirg(t) = Znsin((%jq sir(( wl_zwzjtj et on observe bien sur le

graphe de la figure un sinus modulant un autressinu

La plus petite périodd, correspond a la plus grande pulsatidiy =277 N et on en
oy +a,

compte 11 en 10 s, d'ol}, =0,91s et% =6,9 radls'.

La plus grande périod&, correspond a la plus petite pulsation, :2716()l o et on en

compte 1 en7,6s,dof, =7,6s et% =0,8radls".

On obtientaf*® = 7,7 rad’s'| et| ™ = 6,1 rad 15",
Avec les valeurs numériques données on obtig¢ht 7,2 rads" et «" =5,5 rad s

Les estimations expérimentales sont compatibles gevaleurs théoriques, I'écart doit sans
doute provenir, d’une part de la linéarisationfdiit que & <11° pour quesingd=§#) et des

frottements visqueux qui ont été négligés.
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¢ Exercice 15 : Chute d’'une tartine beurée

Ce probléme propose une étude simplifiée de laectiuine tartine beurrée posée sur le bord
d’'une table afin de déterminer la face qui rencoidr sol. Pourquoi est-ce toujours la face

beurrée ?

Une tartine modélisée par un parallélépipede rgttadroit, homogene, de dimensiofa,
2b et 2c, de centre d'inertie G, de masse, est posée sur le bord d’'une table dan
position du schéma (G a la verticale de I).

)

Dans cette position instable, elle subit une acties faible qui provoque son basculement
autour de |, sans lui donner de vitesse initiale a@mettra qu’au début du mouvement il N’y a

pas de glissement en |. X =

6 r

| tr S
a a

L'action de la table sera représentée par une f&¥celu, + Nu. , orthogonale & l'aréte du

coin, dans le plan contenant G.

Soit (4) I'axe paralléle au coin de la table passant plr ipoment d’inertie de la tartine ppr

m(a2 + b2)
3 :
1. La tartine est-elle un systéme conservatif ?

2. Détermineré en fonction ded. En déduired en fonction ded.
3. Ecrire le théoreme de la résultante dynamique. Emice®d et N en fonction deé.

rapport a cet axe esf, =

Application numérique a=4cmetb=0,4cm. Représente%l et N en fonction de
mg mg

6.
4. La tartine peut-elle quitter le coin de la tablasglisser ?

. < T .
5. La tartine commence a glisser pc&grzz. Evaluer le coefficient de frottemerit.
On s'intéresse maintenant a la chute de la tarfinpartir du moment ou elle commencd

glisser, la tartine quitte trés rapidement la tatlse trouve en chute libre a partlr@ezz.

6. Déterminer% ) .

On néglige les frottements de l'air.
7. Montrer que la vitesse de rotation reste constante.

QJ/

8. Déterminer I'équation du mouvement de G en fonctiantemps. En déduire le temps |de

chute si la hauteur de la table ést

9. Quel est I'angle dont a tourné la tartine lorsge’deurte le sol ? Application numériqu
h =70 cm. Conclusion,

10. Pour quelle hauteur de la table la tartine ne totrddie plus sur le c6té beurré ? Qud|
serait la taille du géant qui utiliserait cetteléa®

-37 -

11

e



CNED - FORMATION CPGE

Solution

On étudie le mouvement d’'une tartine beurrée daméférentiel terrestre galiléen. Elle subit
son poids P=mg=-mgu, uniforme et vertical (qui s'applique en G) et ldaction
R=Tu,+Nu, de l'aréte de la table (qui s’applique en I, palatcontact entre la tartine et le
coin de la table).

1. Le poids P est une force conservative. Puisqu’il y a nonsglisent la puissance des
actions de contact est null®, ne travaille pas. On en déduit que I'énergie miécantotale
de la tartine se conserve.

2. L'énergie mécanique de la tartine s’éciif ; = E_ +E, .

Le mouvement de la tartine est une rotation autun axe fixe passant par G donc

* l AN - - - - T -
E. =E =§ | Q> ol Q est le vecteur rotation de la tarting:= 6u, (u, le vecteur de base

perpendiculaire au plan de la figure), sEjt:% 16°.

L'énergie potentielle de pesanteur s'édjf=-mg H4@&e, soit :
E, = —m(—gui) [@bcos@uﬁ +b sirﬂuj) +cte=mgb co#+cte.

FinalementE,, :% | 6 + mgbcosg + cte..

PuisqueE,, se conserve E, (6) =E,,(6=0), soit % | 6° + mgbcosd + cte = mgh + cte.

On en dédui}ﬁ' = \/ngb(ll— COS?) )

Dérivons la relation% | 8> + mgbcosf = mgb par rapport au temps :

1

EI [266 — mgh& siné = 0. On obtient alors’ _ gosing|

|
3. Le théoreme de la résultante dynamique applégieé tartine dans le référentiel terrestre

galiléen s’écritma, = P+ R.

21~ 2
Dans la base polail(eur ,ue) D ag :dd% :%

P=-mgu, =rrg(—cos€@+ sirﬂu:) etR=Tu,+Nu, .

(bu;) =b(-6%y; +6u,),

r

. N . [-mb&® =-mgcosf+ N
En projetant su(ur,ug) on obtient oG ot
mbé = mgsing +

.. 2mgb(1- co®) .. i m(a? +b?
Avec 6% = mgb( I cosf) , 0= mgblsmﬁ etl = ( ) , on obtient :
_ 2b*-a’) . B a’ + o’ &h?
T= m(WJS”‘]e et/N = m{(WJCOSH a2+b2:| .

Application numérique a=4cm etb=0,4 cm. On a alorsa® =10°.
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On a anrsL = —%sme- -sind etﬁ _M6 cosd.

mg 101 mg 101
On représente les normes des composantes en fodet® :

4. La tartine quitte la table e}, appelé angle de décrochage, teh “-sind
JE «+— CDsH

que N(6,) =0, soit g, =Arccosl%7: 86,8.

> 0

La tartine commence & glisser ép quand”f” = fHNH ou bien O

-T = fN c’est-a- dlreﬁsme =f (107 oY, ——6}.
101 101 ¢ 10
Graphiquement on obser# < ¢, , le glissement apparait avant le décrochage, idotactine

ne peut pas quitter le coin de la table sans glisse

n /4
4 2

5. On remarque que%sme ~f(107 399——6J s'écrit sing, = f cog,, ou bien
101 101 10
f =tang,.
. /g ] —
Puisque), = -onen déduitf =1,
. 2mgb(1- cod m(a* +b? .
6. Avec & = =19 ( I ) etl =¥, on obtient :6?=\/ 263gbz (1-cosd) .
a

. 6b
Eng=4, :|6(6,) = \/aZTgbz (1-coss,)|.

Avec 6, :77: eta’ =102, 4(8,) = 10]b( \/EJ 6,6 radls'

7. Lors de sa chute la tartine n'est soumise goramids P = mg =-mgu_ (qui s’applique

en G).

Le théoreme du moment cinétiqgue dans le référentirycentrique s’écrit
d0g _ (o) o =

T-l\/|G(F>)-GGDmg-o.

On en déduig, =cte. Or o; =0* = 1w, d'oll w=@=cte=6(84,), la vitesse de rotation de la
tartine reste constante.

8. On consideére la chute libre de la tartine etepere son centre de gravité G.

L'altitude initiale de G est, =b—-bsing, = 0,12 cn. Son vecteur vitesse initialv, = b8,u, ,

soit v, =bd, =0,026 ms". z, est négligeable devant la hauteur de cliter0 cm et v, est

négligeable devant la vitesse en fin de chuteatdré de4mz™.

On en déduit que I'on peut considérer la chuteelderticale avec, pour G, position initiale
nulle et vitesse initiale nulle.

La tartine n’est soumise qu'a son poiéls mg = -mgu, .
Le théoréme de la resultante dynamique appliqué tartine dans le référentiel terrestre
galiléen s’écritma, =

J— — 2
Avec a; = Xu, on obtientX=-g. En intégrantx = —gt et|{x= —% :
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Le temps de chute de la tartine est tel qugr) =—h, soit|7 = E ,[T=0,374.

9. Puisquew= 8 =cte=§,, on en déduit en intégran®:= 4t +4,.

A la fin du mouvemen®, = @,r +6,.

Lorsque la tartine heurte le sol elle a tourné dingled, =3,25rad= 186 23'33.

Cet angle est Iégerement supérieurr ala tartine fait plus d’'un demi-tour mais moingial’
tour.

On en déduit qu’elle tombe sur le c6té beurré.

10. Pour que la tartine arrive coté non-beurréuit fqu’elle tourne de&d', =2m7-6,, ce qui

M:o,ns.

correspond & un temps de chatetel qued,r'+ 6, = 27— 6,, soit 7' =
0

Ce temps de chute correspond a une hauteur de bh:HE%T'Z =2,55m.

Si une personne de 1,80 m utilise une table den),ine régle de 3 nous permet de déduire

: I 1,8x 2,55
gu’'une table de 2,55 m est utilisée par une peEsdenT =6,56 m.

Le géant qui utiliserait la table suffisamment leapibur que la tartine tombe sur le c6té non-

beurré mesure plus ge 6 m|50 !

- 40 -



CNED - FORMATION CPGE

¢ Exercice 16 : Etude d’'un accélérographe mécanique

Le but de l'exercice est détudier un accelérogeamonstruit a I'aide d’'un oscillateir

meécanique. Les trois parties sont largement indgogies. On prendra pour lintensité
champ de pesanteur terrestye 9,8 m¥’.
I/ Etude sommaire

Dans un référentiel R galiléen muni du repére smtdo,ﬁx,uy uj) on considére un corg

solide (S) de massm=0,1kg et de centre d’inertie G pouvant se déplacer fatement
solide le long de l'axe horizontaDx (figure 1) ; G est relié au point E par un resstat
raideurk ; (S) est en outre soumis a une force de frottéwisqueux de la forme,&’\TG ou

v, est la vitesse de G par rapport a E.

G
+— A X
O E
Figure 1

On repére la position de G par I'écart a la pogitigéquilibre 7, par la relationx=EG-/,,.
Dans un premier temps, E est fixe en O.

On écarte G de sa position d'équilibre vers latdral’'une distance,, =10 cm et on le Iache
sans vitesse initiale.

B

. . . . k
1. Déterminer I'équation du mouvement ; on posefa= — et 21 ==,
m m

2. Déterminerx(t) dans le cas d’'un régime peudo-périodique.

3. La durée séparant 10 passages de G par la poditguilibre, de droite a gauche, 6
At =12 s. Par ailleurs, 'amplitude de la dixieme oscilbatiestx, = 7,5 cm. En déduire les

valeurs de la pseudo-pulsation, Beet dek .
Le point E est maintenant solidaire d’'un solidevémation dans R. Sa position est donnée
OE =acos(t JI, .
4. Déterminer I'équation différentielle vérifiee paft) .
5. Déterminerx(t) en régime forcé (ou permanent).
6. Le trace de I'amplitudeX, des oscillations en fonction de la pulsation #ufe suivante

] g X : w
en coordonnées réduitgs=—2 en fonction deu=— :
a 2

A

1,7

0 1 2 3 4 5
Que représente le maximum de cette courbe ?
Cette situation se présente-t-elle pour toutewale coefficient d'amortissement ?

Déduire graphiquement I'amplitudg pour w=7 rad(*, on mesurex, =0,2 cm.

du

S

st

par
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7. Exprimer puis calculer la puissance moyenne dissga& les frottements.

[I/ Amélioration du dispositif

Afin de se prémunir des inévitables frottements glissement, le solide précédent
remplacé par une roue de rayars 20 cm qui peut rouler sur le plan horizontal (cf. figuke
Le coefficient de frottement entre le plan et lag@stf =0, 2 supposé identique en regir

statique et dynamique. On néglige le frottementquésix. Le ressort de raide

k=22,2 NOmi* et de longueur a vidé, est relié au centre G de la roue, l'autre extégi}

étant fixe de sorte que EG est horizontal. La restdibre de tourner autour de son a3g.

. : R 1 .
Le moment d'inertie de la roue par rapport a saestJ =§ma2. On notex l'abscisse d¢

G, l'origine étant prise a la position d'équilibses EG-/,, ; la rotation de la roue dans R ¢

repérée par un angke. On poseray, = Ly
m

z

Figure 2

Initialement x(0) = x, . L'ensemble est laché sans vitesse initiale.

On suppose que le mouvement a lieu sans glissement.

1. Etablir une relation entre les dérivéesxet ded.

2. Déterminer l'expression de I'énergie cinétiguead®iie dans R en fonction %%

3. Etablir I'équation du mouvement vérifiée pdt) et la résoudre. On notera la pulsation

des oscillations.
4. Montrer que le mouvement s'effectue sans glissesieqt<x,, X étant a déterminer ¢

fonction def , g et «,. Calculer la valeur de; .
On se place dans le cas gp> x, et on étudie la premiere phase de glissement.

5. Rappeler les lois de Coulomb pour le frottementsoldans le cas du glissement.
6. Déterminer I'équation du mouvement vérifiée pér) et la résoudre. On exprimendt)

en fonction dex, X, et &,.
7. Déterminer la vitesse angulaiig(cj-)te— :

8. Déterminer la vitesse de glissemepten fonction dex , x, et .

9. Pour des temps proches de zéro, donner une exqresss simple de/,. Commenter le
signe dev, .

10. Donner I'équation que Vérifie l'instafjtpour lequel le glissement se termine.

[Il/ Accélération radiale d’'un satellite
Un satellite, de massm, de centre d'inertie S, est en orbite circulairtoar de la terre d

centre O, sa période e§f =12 h. Dans ce satellite un point matériel M de masse100 g

14

pSt

n

U

peut se déplacer sans frottements sur unSsxdixe dans le satellite (cf. figure 3).
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En outre M est soumis a une force élastique quiveléd'une énergie potentielle

E, (X :%mwfx2 avecay =0,03radJs' et SM = xu_. Rayon de la terr® = 6400 km.
X
M

S

Figure 3

On poser, =0S et on désigne paR, le réferentiel lié au satellite muni du reperetésien

(S,Jx u, ut) Le référentielR, géocentrique est supposé galiléen.

1. Déterminer la vitessg, du satellite en fonction dg, g et R.

2. En déduire I'expression dg en fonction der,, g et R. Calculer numériquement, v,
et la vitesse angulaire), du satellite dan® .

On étudie le mouvement de M dans le réfererRigl

3. Déterminer I'équation différentielle du mouvement.
4. Donner une équation du mouvement approchée end&vast quex<<r, en ne faisanf

intervenir quew,, &, X et ses dérivees temporelles.

5. Montrer que M oscille et que sa période d'oscdlath'est quasiment pas affectée paf la
révolution du satellite.
6. Pourquoi ce dispositif est-il pertinent pour mesugil y a lieu, l'accélération radiale ¢lu
satellite ?

Solution

I/ Etude sommaire
1. On étudie le systéme {S} dans le référentieupposé galiléen.

Il subit: - son poids P =mg =-mgu, vertical ;

- la réactionR de I'axe perpendiculaire & I'axe puisqu'il n’y agpde frottement

solide ;

- la force de rappeF. du ressort dont I'allongement estet F. = —kxu, ;
- la force de frottement visqueuk = -/ .

On repére le centre de gravité G du systéme viabscissex : OG = (OE+ x+€0)ﬁx, d’ou

Vg = Xu, eta, = Xu, .

Le théoréme de la résultante dynamique appliqusysiéme s’écrit ma, = P+R+F, +F. .

En projetant sur I'axéx on obtient :mX = -8x—kx.

En posantaf =X et24 :ﬁ, il vient ;| X+2A%x+afx =0,
m m
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2. On cherche une solution exponentielle de la éorfi)= Ae", en injectant dans I'équation
différentielle on obtient I'équation caractéristquX+2Ax+afx=0 de discriminant

A=4(1=af).

Dans le cas d’'un régime peudo-périodiglie O et on noted = —4a” aveca):m.
Les solutions de I'équation caractéristique sootsal, = -1 - jw etr, =-A+ jw.

On en déduitx(t) = Ae™ + Be? =™ (Ae"“ + Bei‘“) , OU bien :

x(t) =e™ (A'cos{at) + B 'sir{at)).

On en déduitk(t) = -Ae™ ( A'cog{at) + B 'si{at)) +&™ (-A w sifat) +B & cokut)).

Les conditions initialex(0) = x, et Xx(0) =0 donnentA'= x, et B' % :
2

Finalementx(t) = x,e ™" (cos(ai) +£) sir(ax)j :

3. Dix passages de G par la position d’équilibeedrbite a gauche, correspondent a 9 pseudo-

périodes, soifl :% =1,33=<. Puisquea)=2?n on déduitw= 4,71 rad]s!.

X

£ =4,79010° kgJs|. De plusk = maf = mye? + A2, soit(k = 2,22 NO'|
4. Dans cette question le point E est mobil©& = (OE+x+/,)u, = (acosft ¥ x+/,)u,,
d'oll Vg = (~awsin(et)+ X)u, et a, =(-acw’ cos@t )+ X)u, .

Le théoreme de la résultante dynamique appliqusysiéme en projection sur I'axex s’écrit
alors : |X+ 24X+ af X = aw’ cosgt ).
5. Pour déterminek(t) en régime forcé on utilise la méthode des ampguztbmplexes et on
cherche une solution de la formet) = X,cos@t+¢ ) a laquelle on associe la quantité

De plus x, =x(9T)=x,e>*"", soit A:%In(ﬁ) doll A=0,024s". Or B=2Am dou

complexe x(t) = X €'“*?) qui vérifie Xx+2Ax+afx=ac’e!™. En remplagant on obtient :
-’ X+ 2 jwx+ af X = awe'™ , ou bienX e/’ = :
X+24jaxc+apx - +2jiw
On en déduitX, = aazf et ¢ =arcta ZACZ)ZJ.
e -a?) +(220) ap -
Finalement [x(t) = aazf co{ax+ arctarﬁ 2/10)2))
et -e?) + (2000 af -~
. . u 2/
6. La fonction tracée est(u) = avecQ=—.
2
TN

Le maximum de cette courbe représente le phénondeneésonance en élongation de
I'oscillateur.
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2
2u 1+u2(Q— ]
dy _ 2
Un calcul un peu long donne— = 3

du [(1_ u2)2 +Q2u2}2

de signe, c’est-a-dire passe par un maximuf si/2.

cette dérivée s’annule en changeant

OorQ =2, le phénoméne de résonance n'a lieu quégi%.

Nz

w=7rads" et X,=0,2cm correspondent sur la courbeud1,485 et y=1,45, on en

déduitfa=0,14 cn]

7. La puissance de la force de frottement est :
P, =F, Y, =—pV2 = —f(~awsin(at)+ X)* = - f(~awsin@t )- X,w singt +¢ )’
La puissance moyenne dissipée par les frottem&ustsionc en développant :
P, =~ (a’<sin® (at)>+2aX, < sin@t )singt +4 P +X7 < Sif ¢t +¢ p).
cosy

,

. 1
FinalementR,,, = —E,Baf (a2+ 2aX, cosg )> +X02) et|P,, =5,3mwW,

Or <sin® () >=< sir? @t + ¢ )>:% et <sin(at)singdt + ¢ )>=

[I/ Amélioration du dispositif
1. On étudie le systéme {roue} dans le référertiedupposé galiléen.

Il subit: - son poids P =mg =-mgu, vertical ;

- la réactionR du plan ;

- la force de rappeF. du ressort dont I'allongement estet F. = —kxu, ;
Puisque le mouvement a lieu sans glissement lasatde glissement est nulle.
La vitesse de glissement s’écvif = v(I Oroue)-v (10 plan)ou | est le point de contact entre
la roue est le plan.
Or v(IOplan)= 0 car le plan est fixe. D'aprés la relation de Vadg: v, =v, + Q OGI,

avec 2 =6u, et Gl =-au,. De plusOG =(x+/,)u, +au, etv, =xu,.
Dol v, = xu?+(6’u7) D(—aui) =(x-ad)u, . On obtient alors = ad)|.
7 - - o ye - N 7 N - 1 *
2. L’énergie cinetique de la roue s’écrit, d'aplethéoreme de Koenids, =§rnvf3 +E, avec

E =132 poi E, =L+ lie2
2 2 2

Avec J :%ma2 et x=ad on obtient |E, :%mxz.

3. La réaction du plafR ne travaille pas car il y a roulement sans glissgmL_e poids et la

force de rappel du ressort sont des forces cornsasadonc le systéme est conservatif, son
énergie mécanique se conserve au cours du tem@sergie potentielle de pesanteur est
constante puisque G évolue a altitude constaréeelyie potentielle élastigue emmagasinée

. 1
par le ressort s'écriE, == kx*.
e 2
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Le théoreme de I'énergie mécanique s'écrit dépe E, =cte, soit%mx2 +%kx2 =cte.
En dérivant par rapport au temps on obtiézgnhwﬁk)okzo et 'équation différentielle du

mouvement est de la for avecw=, /j—k ou bienw= \E% :
m

La solution de cette équation différentielle estadforme x(t) = Acos(t )+ B singd ).
X(0)=% = A=Xx, et X(0)=0 = B=0, dou|x(t) = X, cost ).
4. Soit R=Tu, + Nu, la réaction du plan.

Le théoreme de la résultante dynamique appliqusystéme s’écrit m?ag = 5+§+Tfr.
mX =T —kx

0=N-mg’

On déduit alors, puisqué=-w’x, T = (k—maf)x=%kx etN=mg.

En projetant sur les ax&€3x et Oz on obtient :{

Tant qu’il y a non glissement la loi de Coulomb iquk |T|< fN, soit %kx< fmg, soit

X<3meg =3—fg. On en déeduit que le mouvement s'effectue sasseghent six, < x,, avec

28

, soit|x =1,210* m.

_3fg
5. Les lois de Coulomb pour le frottement solideslle cas du glissement, s’écrivent :
On décompose la réactidR en deux composantes, tangentidileet normaleN , telles que
R=T+N.Onaalors ”ﬂ‘: fHNH T, <0|et|T Ov, =0|
R . _ mX =T —kx
6. D’aprés la question 4. on a toujours . :
O0=N-mg

Puisqu'il y a glissemen|T| = fN = fmg.
Orv, = ()‘(—aé'?)uﬁX et X(0) =0, donc initialementy, est suivant-u, et par conséqueiit est

suivant+uﬁX , On peut alors écriré = fmg >0.
L’équation différentielle du mouvement est dami+ kx = fmg .

28

k e
Avec — = et fg =—2x, on obtientX+ wx =—X,|.
— f et fg 3% o 3

La solution de cette équation différentielle estadforme x(t) :%+ Acospt )+ B singut .

X(0)=x%, = A=x0—% et x(0)=0 = B=0, d'ou x(t):%{xo—%jcos(wot .

7. Appliqguons le théoreme du moment cinétique démsréférentiel barycentrique :

dd_at = ZM—G(EeXt) dans le référentiel barycentrique.

PuisqueP et F. s'appliquent en G alorél_(P) =M (F.) =0.
PuisqueR s'applique en | M_(R) =GIOR=-au, D(TuﬁX + Nut) =-alu, .
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Le moment cinétique barycentrique du solide s'éerit=J.2 = J6u, .

23

X, soitéz—@.
3 3a

On en déduit’d =-aT . Or J =%ma2 etT=fmg=m

o | 2 :
En intégrant par rapport au temps on obtight —%t (pas de constante puisque

I'ensemble est laché sans vitesse initiale).
8. La vitesse de glissement egt=v,u, = (x-ad)u, .

Or X:—%(xo—%jsin(a)ot) et 6'?:—2?2—:%, d'ouv, :—%(xo—%jsin(a)otﬁ Za;fxlt.

9. Pour des temps proches de zgirdat) = wt et|v, = (X - X,) ekt |.

On a alorgv, <0}, et doncT >0, la roue tourne dans le sens inverse des aiguiliase

montre et se déplace vers la gauche.
10. Le glissement se termine a linstanttel que v () =0 et t, vérifie I'équation :

. 2
(Xo —%}sm(wotlﬁ%tl-

[/ Accélération radiale d’un satellite
1. On etudie le satellite dans référent®g] geocentrique galiléen, il subit seulement la force

o = mM-;G —
gravitationnelle de la Terre F, =————u, avec M; la masse de la Terre & la
I’0

constante de gravitation universelle.
2

. . . T V, —
Son mouvement étant circulaire son accélératiarris’@ = -m-2u, .
I’O
Le théoreme de la résultante dynamique appliquéadeilite s’écrit, en projection suTr,

2
v, mM.G . M_G o a
-m-—=-——I—, dou v, = |—— . La force gravitationnelle de la Terre s’écrit miveau

r0 rO rO
mM, G

R2

de la surface terrestrg, = - u =-mgu, , d'oll MG = gR®.

: |gR?
Finalement v, = gr .
0

: . : : / Iy
2. La période de révolution du satellite st 2y , SOit(T, = 277, gloqz .

Vo

Arr

o gR7TZ ) , =)
On en déduit, = o |, soit|r, = 26672 km, on en déduit,, =3879 mIS"|.

La vitesse angulairey, du satellite dan®, esta, :i_—ﬂ, soit|a, =1,45010" radls|

0
3. Le référentieR, est non galiléen et le point M est soumis a:

mgR* e
(p+x)?> "’

- la force gravitationnelle de la Terfe=-—
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- la force élastiquer, = —-mafxu, (car elle dérive dé (X :%mafxz) ;

- la réactionR de l'axe Ox ;
- la force d'inertie d’entrainemerf, = maf OM = maf(r, + X)u,
- la force d'inertie de Coriolis, = —2may v = —2maw,u, OXu, = —2Mg,Xu, .

X !

Le vecteur accélération de M est Xu,
Le principe fondamental de la dynamique appliquéant M donne, en projection SIT; et

en simplifiant par m, I'équation différentielle du mouvement :
. OR
X=- —aX+ar(r,+X)|.
2 R? o L
4. Avec ), = L 5 » le terme gravitationnel s’écrit :

0 0

2
R _ =afr,| 1- 2% | = whr, — 20, et I'équation différentielle se simplifie :
(r +X)2 { X 2 0 r 0'0 0
0 0
1+j

r.O
%+ (af ~3ap)x =0}
5. ) =0,03radls' et oy =1,4510* radlS, de sorte que :
of —3af =8,94(10" rad0s=w?
«f —3af >0 = M oscille.

of —3af =} = sa période d'oscillation n'est quasiment pas t@éepar la révolution du

satellite.
6. Si le satellite possede une accélération radsalel’équation différentielle précédente

devient X+ (af —3af)x=-a,. Dans les cas ola, est constant ou sinusoidal la solution
particuliere de I'équation différentielle permeadtéder a la mesure de.
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