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Le cours))

I) Les principes de la mécanique newtonienne :
1) Le principe d'inertie :

« Tout corps persévere dans 1'état de repos ou de mouvement uniforme en ligne droite dans
lequel il se trouve, a2 moins que quelque force n'agisse sur lui, et ne le contraigne a changer d'état ».
Ce principe n'est valable que dans les référentiels galiléens. Une autre version du principe d'inertie,
couramment admise : Il existe une classe de référentiels, appelés galiléens, par rapport auxquels
un objet ponctuel isolé est soit immobile soit en mouvement rectiligne uniforme.

2) Le principe fondamental de la dynamique (PFD) :

Le PFD permet d'évaluer les variations de la quantité de mouvement \vec p dues aux forces (de
résultante \vec F) exercées sur un objet ponctuel (de masse m). Dans un référentel galiléen, le
PFD s'écrit :

@_d(mﬁ):»
T dt F‘-JJ

dt

Trajectoire

(R) galiléen b’ - mv

Le principe des actions réciproques :

Si un corps A exerce une force F,,, sur un corps B, alors ce corps B exerce sur A la force
opposée :

F, _FA/B

B/A =

=
A
=

3) Théoréme du moment cinétique :

Soit O un point fixe d'un référentiel galiléen.
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Un point matériel, de vitesse v dans ce référentiel, est soumis a une force f .

Soit L, =OM Amy le moment cinétique du point M pat rapport a O.

Le théoreme du moment cinétique s'écrit :

—

dl, —— - -
dtOZOM/\f:Mf/Q_JJ

ou M 70 Teprésente le moment de la force f par rapport a O.

Interprétation du moment des forces par rapport a O :
La norme du moment de la force f par rapport a O vaut :

‘Mf/o =rfsinad=ro

O est appelé « bras de levier » de la force f .

C'est la distance entre la droite d'action de la force et le point O.

4) Théoreme de 1'énergie cinétique :
Le PFD appliqué au point matériel dans le référentiel (R) supposé galiléen donne :
= dv
=m—
/ dt

On multiplie scalairement cette équation par le vecteur vitesse :

= v .
v=m|— |V
el

&Y. d(1.,\ dE
m|— |Vv=m—|—=V" |[=—F
dt dt\ 2 dt

dE,
dt

Par conséquent :
P:fj;’: ou ]?.th=§W=dEcJ

Deux énoncés :

® la variation d'énergie cinétique d'un point matériel est égale a la somme des travaux des
forces qui lui sont appliquées (théoreme de I'énergie cinétique).
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® la puissance des forces est égale a la dérivée de I'énergie cinétique (théoreme de la
puissance cinétique).

5) Energie mécanique et intégrale premié¢re du mouvement :

Force Intégrale premiére du mouvement
o booa . Lo

Tension d'un ressort 5mv* + ;k.'." = L0
L

Champ de pesanteur Smve £ mgz = Ly

L , | mM

Champ gravitationnel (newtonien) ;nn'z -G = Lm0

Z r
. : , | 1 gQ

Champ électrostatique (coulombien) —mv-+ —-—==FE, 9

2 drep 1

Exemple : vitesse de libération (interaction gravitationnelle)

Quelle vitesse initiale minimale v, faut-il communiquer a un point matériel situé a la surface de la

Terre pour qu'il échappe a l'attraction gravitationnelle terrestre ?

On veut que le point matériel arrive a l'infini (ou I'énergie potentielle est nulle) avec une vitesse
nulle (c'est la condition pour avoir v, minimale). Par conséquent :

1 M
E,=E +E,=—m-G2=L=0
2 T
Soit :
2GM ,
V=, |[———
)
M
Avec g, = GRzT =9,8m.s7, on obtient :
T

v, =+/2R, g, =11,2kms”" (R, =6370km)

IT) Oscillateur harmonique amorti par frottement fluide :
1) Régime libre :
Un oscillateur harmonique amorti par frottement fluide obéit a I'équation différentielle suivante

(cas a une dimension) :

mx =—kx—hmx soit }é+h5c+£x=0
m

On pose : ,=,— h=2/1=260)0:%
m

O est le facteur d'amortissement de l'oscillateur et Q le facteur de qualité. Alors :
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x+2/1x+a)jx=x+20'a)0x+a)(fx=x+50x+a)jx=u

On recherche des solutions de la forme exp(rt), avec r appartenant a priori au corps des
complexes. On aboutit au polynéme caractéristique :
r’ +20@,r+@, =0
dont le discriminant est :
A=4w) (o’ -1)
Différents régimes sont observés, selon les valeurs prises par 0 (ou Q).
® Régime pseudo-périodique (0<1):
Dans le cas ou x(0) =x, et la vitesse initiale nulle :

o,

sin( wt )j
a

x(t)=x,e ™" (cos( ot )+

x(t)=Ce ™ cos(wt—¢)

o,

C=x, 1+( L
[0

j ; tang =

Avec la pseudo-pulsation :

w=wn1-0’

| (6=100 10~

On peut noter que le facteur de qualit¢é Q donne 'ordre de grandeur du nombre de pseudo-
oscillations visibles expérimentalement.

® Régime apériodique : (0 >1)

Dans le cas ot x(0) =x, et la vitesse initiale nulle :

r,=—0@,+w~No’—1;r,=—0w,—wNo -1
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w=wo~No’ -1

x(t)=x,e ™ (ch(a)t)+ O-aa))o sh( @t ))
X(t)="2e o ((1— 0%y je_“” +(I+ ) je"”j
2 ] w

0=1.2]

® Régime apériodique critique : (0=1)
Dans le cas ou x(0) = X, etla vitesse initiale nulle :

x(t)=x,(1+ayt)e ™

6:_1

Un autre exemple, le pendule simple amorti :

En présence d'une force de frottement fluide de la forme :

f, =—hmv
Le PFD projeté sur le vecteur u, donne: (on peut aussi utiliser le théoréme du moment
cinétique)
m/0 = -mg sin9—hm(/9)
Soit :

é+h9+§sin9:é+26w09+a)02sinHzO__)J
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Sil'angle @ reste « petit », alors on retrouve I'équation habituelle :

[9'+h49'+§49=9'+20'a)09+wj9:0

2) Régime sinusoidal forcé :
Intérét de I'étude :

L'analyse harmonique (ou fréquentielle) d'un systeme est son étude au moyen de sa réponse
harmonique s(t), c'est-a-dire de sa réponse en régime permanent sinusoidal lorsqu'il est soumis a
une entrée sinusoidale e(t) dont on fait varier la pulsation .

Systeme linéaire électrique
ou mécanique

Contraintes Réponse du
extérieures i (réseaux électriques, »|  systéme
suspensions de voitures, atomes
excités par des ondes
lumineuses, ...

« Filtres »
E(T)=EmCOS(ﬂT ﬁ mécaniqugs ou S(f}zsmCQS({ﬂTﬂp)
électriques

Modéle choisi : oscillateur mécanique vertical a point d'attache mobile

Le point d'attache du ressort est mobile en A.

A |'équilibre fo) En mouvement
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Dans le référentiel galiléen du sol :
mxX=mg—hmx—k(/, +x—x,—¢,)

En utilisant la condition d'équilibre :

L k
X+hx+—x=—x,
m m

Soit, avec les notations habituelles :
.. . 2
¥ +20w)%+ &) x = @) x,
Dans la suite, on choisit :
x,=X,, cos(ax)

Cette équation est formellement identique a celle vérifiée par la tension aux bornes d'un
condensateur dans un circuit série (RLC) alimenté par un GBF (voir cours d'électricité) :

Sionnote u. (u. =q/C) latension aux bornes du condensateur :

Lé+Rq’+éq=e(t)

. .. R 1 1
Soit : Up +—u, +——u. =——e(t)
L LC LC
Meéthode de résolution par les nombres complexes (comme en électricité) :
On pose :
x,=X,.e" ; x=X,""" (x=X, cos(an+¢))
Alors :
X=iwx et ¥=iwx=(iw)x=—a’x

Réponse en amplitude x(t) :
¥ +20@%+ & x =W x,
@&’ x +20,(i0x )+ W, x = W, X,

[( @, -’ )+2i0a)0a)]§ =W X,

Soit :
_ @)
o (& — @ )+ 2iow P
0 0
Ou encore :
P)
X " @

— 0
" (@ - )+2idwoa)XA’u

L'amplitude maximale s'obtient en prenant le module de I'expression précédente :

@

m =
\/( @ -& ) +40’ 0@

X
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X, est maximale pour une pulsation qui vaut (et qui existe sio <1/ J2 ):

o, =w,N1-20"

Et l'amplitude maximale a la « résonance d'amplitude » est :

1

20\1—-0o

Xm( a)r ): XA

> m

Les formules précédentes deviennent, en utilisant le facteur de qualité Q a la place du coefficient
d'amortissement 0 : (Q=1/20):

W =0, /1—2—éz avec Q>%

Et:

Remarque :
Pour de faibles amortissements (sigma "faible" et Q "grand"), alors :
=0 e X (0)=0X,,

Ainsi, si Q = 10, I'amplitude lors de la résonance vaut 10 fois celle de l'excitation : la résonance
est dite «aigué» et peut causer la destruction du systéme oscillant.

X
5: n‘

4+

La figure précédente donne l'allure de X, (@) pour différentes valeurs du facteur de qualité Q.

On a choisi X,, =1et poscu=w/@,. Plus Q est grand et plus la résonance est aigiie.

L'oscillateur constitue un filtre passe-bas, avec ou sans résonance.

Réponse en vitesse :

La figure suivante donne l'allure de V, (@) pour différentes valeurs du facteur de qualité Q.

Ona choisi X,, =1 etonaposéu=a/a,.
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Plus Q est grand et plus la résonance est aiglie. L'oscillateur constitue un filtre passe-bande.
Bande passante du filtre passe-bande :

Clest l'ensemble des pulsations w pour lesquelles le gain en vitesse reste, par convention,

supérieur au gain maximal (obtenu pour w;) divisé par V2. 1a largeur de la bande passante vaut :

@,
Ao=0, -, =200,=—

Q

Elle est d'autant plus faible (résonance aigué€) que l'amortissement est faible (et le facteur de
qualité grand).

III) Mouvements de particules chargées dans des champs électriques et magnétiques :
1) Champ électrique seul :

On considére une particule chargée ponctuelle M (+ q) de masse m en mouvement dans un
champ électrostatique E, uniforme et indépendant du temps. Le référentiel d'étude est celui du

laboratoire supposé galiléen. Le PFD appliqué a la particule donne :

v = . v q =
m—=qE, soit —=—E
a1 dt m "’

Il y a analogie avec un point matériel dans le champ de pesanteur supposé uniforme :
dv ~ .odv
m—=mg Ssout —=g

dt dt

Par conséquent, le mouvement d'une particule dans le champ E|, sera soit une droite soit une

parabole.

2) Champ magnétique seul :
Puissance de Ia force magnétique :

On considere une particule chargée ponctuelle M (+ q) de masse m en mouvement dans un
champ magnétostatique B, uniforme et indépendant du temps. Le référentiel d'étude est celui du

laboratoire. Le PFD appliqué a la particule donne :
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La puissance de la force magnétique est nulle (P =(gv /\EO )y =0). Par conséquent, d'aprés le

théoreme de la puissance cinétique :

dE
P=—t=0 soit E, =cste et v=csic)
" SOi _=cste et v=cste

Un champ magnétique ne modifie pas la norme de la vitesse mais seulement sa direction.

Mouvement circulaire :
On consideére une particule chargée ponctuelle M (+ q) de masse m en mouvement dans un

champ magnétostatique B, = Bjui_ uniforme et indépendant du temps.

La vitesse initiale de la particule est perpendiculaire au champ et portée, par exemple, selon l'axe
(Ox) :
V, = VU

X

Le PFD permet d'obtenir le rayon de la trajectoire (on suppose ici ¢>0) :
Yo
m—=qv,B
R q4voBy

_my,

Soit : R=
o1t qBOJJ

Ce cercle est parcouru a la vitesse angulaire constante :

o, =Yo-95

R mJJ

Mouvement hélicoidal :

On considere une particule chargée ponctuelle M (+ q) de masse m en mouvement dans un
champ magnétostatique B, = Bu_ uniforme et indépendant du temps. La vitesse initiale de la

particule est quelconque et peut s'écrire, par un choix convenable des axes :
Vy =V, sinu, +v,cosau,
La trajectoire dans le plan perpendiculaire a I'axe (Oz) est un cercle de rayon :

_ my,sind
qB,

R
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parcouru a la vitesse angulaire @),. Le mouvement est rectiligne uniforme selon l'axe (Oz), a la

vitesse v,cosau, . La trajectoire est une hélice dont le pas est constant. Ce pas h vaut (c'est la

distance parcourue pendant une période du mouvement circulaire dans le plan (Oxy)) :

2
h=—v,cosc

3) Champs électrique et magnétique : cycloide
On considere une particule chargée ponctuelle M (+ q > 0) de masse m en mouvement dans un
champ magnétostatique B, = Bju, uniforme et indépendant du temps et dans un champ

électrique £, = Eji, . La particule est initialement a l'origine O du repére et sa vitesse initiale est

nulle. On posera :

£y [03 B:[10 friction [00

v [00
i -l 4]

s & L)

Montrer que les équations paramétriques de la trajectoire sont :

E,

B,

c

X =

E
(wt—sinot) ; y=—"—(I-cosar)
B,w

c
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Des %a/?ba Lions a/am'yae@

¢ Comment utiliser les différents principes de la mécanique 3_))

Un point matériel de masse m, initialement au repos en A, peut se déplacer sans frottement dans

la rainure d'un cerceau vertical et immobile, de rayon R. On lui communique une vitesse Yo
horizontale.

<i
S}

Etudier les différents mouvements possibles du point matériel, en fonction des parametres du
probleme (R, Vo,...).

1. 87 la vitesse initiale est importante, la voiture effectuera des tours complets a l'intérienr du cercean. Dans le cas
contraire, elle quittera celui-ci avant d'arriver en son sommet S ou possédera un monvement d'oscillations (dans la
partie basse du cercean) autonr de sa position initiale O. Ces trois types de monvements sont résumés sur les figures

suivantes : dans le 17 cas (fignre (a)), ni la réaction N (exercée par le cercean sur la voiture, normale an cercean en
‘absence de frottements) ni la vitesse (ou la vitesse angulaire 8 ) ne s'annulent ; dans le 2 cas (figre (b)), la
réaction §'annule avant la vitesse angulaire et dans le dernier cas (figure (c)), ¢’est le contraire.

2. Le principe fondamental de la dynamique appliqué a la voiture (assimilée a un point matériel), dans le
référentiel galiléen terrestre, s'écrit ma =N +mg . Le vectenr position de la voiture est T=R1, , sa vitesse
V=ROU, e son accélération égale & i=-RO* G, +ROU, . En projection sur le vectenr 1,

(N=-Ni,,N>0), on obtient :

— mR@? =-N+mgcos0 soit N =mR6’ +mgcosO

Figure (a) Figure (b)
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Pour déterminer Lexpression de la vitesse angulaire © en
Sonction de ©, on applique le théoréme de ['énergie cinétique a
la voiture entre la position initiale O et sa position M a
linstant t :

mv?/2- mv(z, /2=—mgR (1 —cos0)

Soit, avec v=RO :
2
: Vo 28
0> =—2—-"2(1-cosH
R. R ( )
Cette derniere expression permet alors d’obtenir N(6), sous la
Sorme :

2 Figure (¢)
N= m};lo + (3cos0—-2)mg

3. La voiture s’arréte le long du cerceau lorsque sa vitesse angulaire s’annule, ¢'est-a-dire pour un angle noté 6, tel
gue cos®, =1-v5/2Rg . Elle quitte le cercean pour N=0 , correspondant a un angle 6, tel que
cosB, =(2—vy /Rg)/3=(2/3)cos®,. Langle 6, est défini si |cos 61| <1, soit vg <4Rg. De méme,
Langle 6, existe si vy <SRg . Les mouvements possibles de la voiture dépendent donc bien de la valenr de la

vitesse initiale v, :

® v, <42Rg :cosO, >cos0, >0, donc 0, <O, et la voiture oscille autonr de O.
® J2Rg <v,<24Rg :cosB, <cosB, <0, soit 0, >0,, la voiture quitte le cercean.
® 2\ JRg < v, <+/5Rg :seule N s’annule (0, n'est pas défini), la masse quitte le cercean avant le sommet .

® v, >+/5Rg :la voiture effectue des loopings.

Application numérigue : si l'on choisit un rayon du cercle égal @ R =15cm=0,15m , alors, avec g=9,81ms™,

. .o . . . L. . -1
la vitesse minimale N, que doit avoir la voiture pour réussir son looping sera v, =~/5SRg =2,7ms™" . Cette

vitesse peut étre couramment atteinte par les voitures miniatures que 'on trouve cheg les marchands de jouets !

e Utilisation de Pintégrale 1°° du mouvement : limites de la trajectoire et énergi_e_))

Une particule fixe, de charge électrique g, est placée a I'origine O d'un axe (Ox) : tout le probléme
se déroule sur cet axe. On néglige le poids des particules.

a) On lance a une distance a de O une seconde particule, de charge - q et de masse m, dans une
direction tendant a I'éloigner de O. Quelle vitesse initiale v,, doit-on lui communiquer pour qu'elle
échappe a l'attraction de la particule fixe en O ?

b) La particule mobile a maintenant la charge + q et sa vitesse initiale est v, et est dirigée vers O.
Montrer que cette particule ne peut atteindre O ; calculer la distance minimale d'approche b en
fonction de v,

a) La particule doit arriver a l'infini (on ['énergie potentielle est nulle) avec une vitesse nulle.

La vitesse v, minimale a donner doit vérifier : (conservation de I'énergie mécanique)
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Soit :

b) La force est désormais répulsive. La particule va s'arréter a une distance b donnée par :

2" 4me,a 4me, b

D'ou :
2ne, 5, 1

S mv, +—
a

¢ La comete de Hyakutaké (Un peu de gravitation ...) __JJ

La comete de Hyakutaké a atteint son périhélie a une distance du Soleil de 0,23 ua le 1% juin 1996.
On suppose que sa trajectoire est parabolique.

La Terre a une orbite circulaire de rayon a = 1 ua = 150 millions de km, parcourue a la vitesse
u =30 km.s™'. On suppose que les trajectoires sont coplanaires.

—

\p/

a) Calculer la vitesse de la comeéte a son périhélie.

b) Calculer les angles 0, et 0, de rencontre de la comete avec orbite terrestre.

c) Calculer les dates d’arrivée et de sortie de la comete dans Porbite terrestre.

a) La trajectoire de la cométe étant parabolique, son énergie mécanique est nulle :

1

M .M
E,==M’'-G——%=0
2 r
Ecrite au péribélie, cette relation donne :
_[2GM
v, = |—
’

P

La vitesse de la Terre sur sa trajectoire circulaire est donnée par :

2
u M .M . GM
M,—=G—15=  soit u= S
rT rT rT
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finalement : v, = |[—u
T,
b) I suffit d’écrire que :
2r
I+cos@ 1+cosé
2
. do
Co=r20=ry, soit p—z_ =1y,
(I+cos@)” dt
¢) La constante des aires donne :
do _ Y dr

(1+cos@)*  4r,

La Comete reste a 'intérieur de ['orbite terrestre durant une durée T donnée par :

4r, c6,  dO
L L
v, *0 (1+cosf)

¢ Un peu de mécanique du solide : mouvement d'une barre autour d'un axe ﬁxe__JJ

Une barre AB, de longueur 2/ et de masse m, est mobile autour d'un axe Az horizontal. Le point
B est fixé a un ressort de constante de raideur k et de longueur a vide 1. L'autre extrémité du

ressort est fixe. Dans sa position d'équilibre, la barre est horizontale et le ressort vertical.

(k.lo)

N

X

B
g (+)
y

La barre est écartée légerement de sa position d'équilibre puis lachée sans vitesse initiale.

Déterminer la période des petites oscillations de la barre. On considere que le point B se déplace
verticalement.

On utilise le théoréme du moment cinétique par rapport a l'axe (Az), dans le référentiel galiléen du laboratoire. Ce
théoréme donne :

%mﬁzd:mgﬁcosa—Zfﬁcosa

L'angle & étant petit, cosa = 1.
Lorsque la barre est a équilibre :

mgl—=2f (=0
oil [, est la tension du ressort a ['équilibre, qui vaut par aillenrs :

fo :k(ﬁl—fo)
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on U, est la longuenr du ressort a I'équilibre.
Quand la barre fait I'angle 0 la longueur du ressort a varié de 2000 et f vant :
fo=kUl,+2la—1))=f,+2klcx

L équation du mouvement devient alors :
4 .
gmﬁzaf =mgl—2f -4k’ =—4kl’cx

soit :
3k

ad=—-—u
m

La barre effectue done des oscillations sinusoidales de période : T = 27T, /%

Autre méthode : utiliser la conservation de ['énergie mécanique.

17
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Des résolulions de /M//e/‘/ﬂe@ ...

® Un cosmonaute échoué sur un astéroide de rayon R et de méme densité que la Terre
parvient a s'échapper en sautant en l'air. Quelle est la valeur maximale de R ?

® Vous souhaitez sauter a l'élastique d'un pont haut de 100 m. Quelles doivent étre les
caractéristiques du fil élastique que vous pourriez utiliser ?

® [Est-il possible de faire léviter une sphére totalement réfléchissante ?
® Comment évaluer la force de portance sur un avion ? Quel le C_ d’une voiture ?

® On aun objet M de masse m a la surface de la Terre. Celui-ci est plus ou moins proche
du Soleil qui Iattire. Peut-on dire que le poids de I'objet est différent a midi ou a
minuit ?

¢ Un point matériel de masse m se déplace dans un plan vertical sans frottements sur une
courbe (C) dans le champ de pesanteur g =-gu, uniforme.

Quelle doit étre la forme de cette courbe pour que la composante verticale de sa vitesse
soit constante

-
® Quelle force F faut-il exercer pour soulever a vitesse constante V une chaine de masse
linéique A ?
-t
T F
7 5/ ; 7

® Donner une condition pour que le Soleil ne soit plus visible, c’est-a-dire soit un trou noir
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