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Thermodynamique

Théorie cinétique du gaz parfait monoatomique :

a) Effusion (calcul approché) : un récipient de volume V=1L, maintenu a température
constante égale a 0°C, contient de I'hélium sous la pression Pg =1 mm Hg. A I'extérieur du
récipient regne le vide. On note n =N/ V() le nombre de particules par unité de volume. Le

récipient est percé d'un petit trou d'aire s = 1 um 2

Calculer le temps au bout duquel la pression a diminué de moiti€. On confondra vitesse
moyenne (en module) et vitesse quadratique moyenne. On supposera de plus que les
particules ne peuvent aller que dans trois directions possibles.

b) Le récipient précédent ne communique plus avec le vide mais avec un récipient de méme
volume V, initialement vide et maintenu a la température constante de 0°C. Déterminer les
densités particulaires n; et n, dans les deux récipients en fonction du temps. Les tracer en
fonction du temps et déterminer leurs valeurs lorsque 1'équilibre est atteint.

Distribution de Maxwell — Boltzmann :
a. Atmosphere isotherme — facteur de Boltzmann :

L'atmosphere terrestre est assimilée a un gaz parfait constitué de molécules de masse molaire
M =29 g mol™" et plongé dans un champ de pesanteur g uniforme et dirigé vers le bas avec

||§||=10ms_2. On suppose que ce gaz parfait est a 1'équilibre thermodynamique a une
température 7 =300K .

1) Etablir la loi donnant la pression P(z) en fonction de I'altitude.

2) Evaluer 1'épaisseur caractéristique de l'atmosphére dans ce modéle. Donner un ordre de
grandeur de la pression au sommet de I'Everest.

3) Montrer que, dans ce modele, la densité volumique n(z) des molécules est donnée par

n(z)=n(0)exp(—E"—(Z)] (1)

E,(T)

oll E,(z) est l'énergie potentielle d'une molécule d'altitude z et ot E,(T) est une énergie

caractéristique dépendant de la température mais indépendante du gaz considéré. Donner
I'expression de E;, en fonction de T et de la constante de Boltzmann.

b. Distribution de Maxwell — Boltzmann :

On veut maintenant décrire la. distribution d'équilibre des vitesses des molécules dans un gaz
a la température T lorsque I'on néglige 1'influence de tout champ extérieur.

1) Justifier que <vx> =<vy> =<vz> =0, ou <—> représente la valeur moyenne sur toutes les

molécules du gaz et ol (vx,vv,vz) sont les trois composantes de la vitesse en coordonnées

cartésiennes.



Par analogie avec I'équation (1), on admet que la densité des molécules dans 1'espace des
vitesses est proportionnelle & exp |:—EC (V)/E, (T):| ,ou E. (V) est I'énergie cinétique d'une
molécule. C'est la distribution de Maxwell — Boltzmann.

2) Montrer que la loi de distribution de probabilité de chacune des composantes (vx,vy,vz) de

la vitesse est décrite par une loi « gaussienne » ou « normale », et écrire la probabilité pour
que les composantes de la vitesse soient respectivement comprises entre v_ et v_+dv_, entre

v, et v +dv etentre v_ et v +dv,.

3) Montrer que la « vitesse quadratique moyenne » v, = <\72> vérifie v: =3k,T /m, ou m

est la masse d'une molécule.

On s'intéresse maintenant a la distribution de probabilité de la norme de la vitesse v = ||\7 || .

4) Déterminer la probabilité p(v)dv que cette norme soit comprise entre v et v+dv. La

fonction p(v) est appelée densité de probabilité de v.

5) En déduire que la valeur moyenne de la norme de la vitesse d'une molécule est donnée par :

8k,T
()= @

6) Est-il étonnant que v, /<v> soit un simple facteur numérique qui ne dépende pas des

caractéristiques du gaz ?
¢. Chocs sur une surface :

On considere une petite surface dS et 1'on veut compter le nombre moyen de chocs de
molécules du gaz sur un c6té donné de cette surface pendant un temps 7. On note 7n le
vecteur unitaire sortant normal a I'élément de surface.

Dans un premier temps, on ne compte que les chocs des molécules ayant une vitesse comprise
entre vet v+dv.

1) De quelle région de 1'espace peuvent venir les molécules du gaz susceptibles de frapper la
surface pendant le temps 7 ? On repere les points de ce volume par leurs coordonnées
sphériques (r,0,¢) d'axe 7 (voir la figure). Quelles sont les valeurs pertinentes de (r,6,¢) ?

On considere un petit volume dV dans cette région de 1'espace.

2) Exprimez le nombre total de molécules dans le volume dV en fonction
de la pression et de la température du gaz, puis le nombre de molécules
avec une vitesse entre v et v+dv. On exprimera le résultat a 1'aide de la

fonction p(v) introduite a la question 1.2.4. Quelle approximation fait-

on ? Est-elle justifiée si I'on veut appliquer ces résultats au microscope ?

3) Quelle est la proportion des molécules dans le volume dV qui vont dans la bonne direction
pour heurter la surface dS ?

4) En déduire le nombre moyen de chocs sur la surface dS pendant le temps 7 par des
molécules avant une vitesse entre vet v+dv.

5) On tient maintenant compte de toutes les vitesses possibles. Montrer que le nombre total
moyen de chocs sur la surface dS pendant le temps 7 est de la forme 7n.dS avec
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Préciser la dimension et I'ordre de grandeur de n,. .

3)

Pression sous la mer :

On considere une mer en équilibre isotherme. La masse volumique de I’eau de mer varie avec

la pression selon la loi u = u,[1+a(P—P)], ot a=10"" Pa™. La profondeur est notée z.

Pourz=0,P=Pj = 105Paetu:uo: 103kg.m*3.

a) Déterminer la loi de variation de la pression avec la profondeur, P(z).
b) Que devient cette loi pour de faibles profondeurs.

¢) Calculer Pexacie €t Papprochée pour z = 1 km. Quelle est I’erreur relative commise en utilisant
la loi approchée ?

Hémispheres de Magdeburg :

Soit une sphere constituée de deux hémispheres dits « de Magdeburg », en contact suivant un
cercle de rayon R. L’hémisphere inférieur, supposé fixe, est relié a une pompe a vide destinée
a rendre la pression intérieure tres faible (par rapport a la pression atmosphérique Py).

Poignée
Py
O
/
Pompe a
vide

a) Exprimer en fonction de Py et de R la force F qu’un opérateur doit exercer sur la poignée de
I’hémisphere supérieur dans le but de séparer les deux hémispheres.

b) Calculer numériquement cette force avec Py = 10 *PactR=5cm.

Aérostat a hydrogene

L’enveloppe d’un aérostat (dirigeable) a un volume constant V. Elle est remplie de
dihydrogene de masse molaire M;. Une valve y maintient une pression toujours égale a la
pression extérieure. Les gaz sont considérés parfaits.

La nacelle, I’enveloppe et les deux passagers ont une masse m;.

La pression au voisinage du sol est Py, la température est Ty. Dans ces conditions, la masse
volumique de I’air (de masse molaire M;) vaut py.

Données : V=700 m* ; Mi=2 g.mol'1 ;. M,=29 g.mol'1 ; m=447kg; Po= 10° Pa ;
To=300k;po=1,18kg.m™;g=9,81 ms?; R=8314S.L

a) Quelle masse m, de lest faut-il emporter pour que le ballon se maintienne en équilibre au
niveau du sol ?
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b) On suppose I’atmosphere isotherme. Déterminer la relation qui existe entre la masse
volumique p de I’air a I’altitude z et cette altitude.

c) Déterminer 1’altitude maximale h, que peut atteindre le ballon en se délestant au
maximum.

Equation d’état de VDW :

On considere une mole de gaz réel suffisamment dense pour que la prise en compte de
I’interaction moléculaire soit nécessaire, régie par 1’équation d’état de Van der Waals,

[P+Vizj(V— b)=RT, ou P, T et V désignent la pression, la température et le volume de la

mole de gaz. Le but de cet exercice est d’obtenir des ordres de grandeur des constantes a et b
figurant dans cette équation d’état.

1. Estimer I’ordre de grandeur de b. Conclure si T =Ty =300 Ket P=P; =1 bar.

A
»

2. On cherche a établir I’ordre de grandeur des forces B EM)
. . 0 M

d’interaction de Van der Waals. On rappelle que ces p >
forces d’interaction dipdle-dipdle sont attractives et de p
la forme F=A/r”, ol r est la distance séparant les
deux dipdles. On souhaite déterminer un ordre de
grandeur de la constante A dans le cas de I'interaction entre un dipole permanent et le dipdle
qu’il induit. Pour simplifier, on considére qu’un dipdle permanent immobile de moment
dipolaire p, = p,u, est placé a I'origine O. Une molécule placée au point M acquiert sous

0
ﬁ
u

X

I'effet du champ électrostatique E(M) créé par le dipdle permanent, un moment dipolaire
induit p=eyaE(M), o o est la polarisabilité de la molécule égale 3 a=4rad, ol a

représente le rayon de la molécule. Pour les applications numériques, on choisira pp = 1,07 D'
(cas de la molécule HCI) et ag = 0,1 nm.

En déduire une expression de A puis son ordre de grandeur. On pourra supposer, par soucis de
simplification, que le dipdle induit ne peut se déplacer que sur I’axe (Ox).

3. Pour une assemblée de molécules ayant un moment dipolaire (permanent ou non), on
admettra que I’interaction intermoléculaire se réduit encore a une force d’attraction F = A/r”,
ou A est de I’ordre de grandeur trouvé a la question précédente. Dans cette question, on
souhaite évaluer 1’énergie moyenne d’interaction Ui, d’une mole de molécules enfermées
dans une enceinte de volume V. Pour cela, on suppose qu’une molécule donnée M n’interagit
qu’avec une seule molécule notée M,, dont la probabilité de présence dII(r) a la distance
[r,r + dr] de M, est précisée sur la figure ci-contre.

' D désigne le Debye : 1 D =3,33.107*° C.m.



a) Commenter le modele proposé. En déduire que
I’énergie moyenne d’interaction est pratiquement
.z N2A

S 9vpd

b) Montrer que I’on peut en déduire une expression
du coefficient a et donner son ordre de grandeur (on

utilisera la valeur numérique de A obtenue a la

M

int

arl(r)=0sir<D
dil(r)=4rxrdr/VsiD<r<r,

ro est tel que ro>> D et :

question (2)). On rappelle que I’énergie interne d’un M) / D j rzm(r )=1
gaz de Van der Waals (expression déterminée en 0
thermodynamique macroscopique) vaut

U(r,v)=c,T-a/V,ou Cy est la capacité calorifique molaire a volume constant.

Données : N, =6,02.102 mol~' (nombre d’Avogadro) et &, = 1/36x.10°)SI.

Calorimétrie : (avec débit)

Un serpentin est immergé dans un calorimetre ;on fait passer dans le serpentin un courant
d'eau. A l'entrée, I'eau est a la température de 15°C, a la sortie elle est a la température du
calorimetre qui, grace a un chauffage électrique, est maintenue a 40°C.

a) Calculer la quantité d'énergie que doit fournir la résistance chauffante si le débit d'eau dans
le serpentin est de 60 g.min ",

b) La résistance est de 10 Q ; calculer l'intensité du courant.

¢) On fait passer un autre liquide dans le serpentin et pour avoir les mémes conditions
(températures et intensité), on doit assurer un débit de 180 g.min~'. Calculer la chaleur
massique du liquide.

Chauffage d’une plaque électrique :
Une plaque électrique, de capacité calorifique totale C, est initialement en équilibre thermique
avec une piece a la température ambiante T(). On fait débiter dans la résistance de la plaque

électrique un courant tel que la puissance dissipée par Effet Joule, P, reste constante au cours
du temps. On supposera que le transfert thermique communiqué a I'air ambiant, par la plaque
a la température T et par intervalle de temps dt, s'écrit aC(T - T()dt, ou a est une constante.

a) Etablir la loi de variation de la température T en fonction du temps.

b) Montrer que T atteint une valeur limite Tjjy. Retrouver cette valeur limite par un
raisonnement simple.

) AN:Tp=293K;P=1kW;a=0,1s-1;C=20JK-1;calculer Tjjp,.

Remplissage d’un récipient initialement vide :

Un récipient de volume Vi, fermé par une vanne, dont les parois (ainsi que la vanne) sont
supposées athermanes, est initialement vide. Il est placé dans I'air ambiant (assimilable a un
GP) a la température Ty et a la pression Py. On ouvre la vanne, l'air pénétre trés rapidement
dans le récipient, on referme la vanne lorsque 1'équilibre de pression est réalisé. Apres un
certain temps, l'air dans le récipient se retrouve dans un état d'équilibre a la température T;.

Calculer la température T, ainsi que la variation d'énergie interne AU de l'air entré dans le
récipient en fonction des données et du rapport .



Données : P,=1bar;V,=5L;T,=293K;y=1,4.

Utilisation de la loi de Laplace :

Un récipient a parois rigides et calorifugées contient deux gaz parfaits diatomiques séparés
par une paroi intérieure adiabatique pouvant se déplacer sans frottements. Les volumes
occupés par chaque gaz A et B peuvent donc varier. Initialement les gaz sont dans le méme
état : 1 bar, 300K et 1 L. Un générateur électrique fait passer un courant de 1 A dans la
résistance Rp = 10  pendant une durée T. A ce moment le volume de A estde 1,1 L.

A B

Ry paroi
— / miobile

a) Calculer la pression finale dans chacun des compartiments.

b) Calculer la température finale en B.

c¢) Calculer la température finale en A.

d) Calculer 7.

e) Calculer le travail regu par le gaz du compartiment B.

f) Calculer la variation d’entropie du gaz dans le compartiment A.

Etude d’un compresseur a deux étages :
Les transformations envisagées dans cet exercice sont réversibles.

a) Un compresseur amene une mole de gaz parfait de 1'état initial (P;,T;) a I'état (P,,T,) par
une compression adiabatique. Le gaz est ensuite refroidi de maniere isobare de la température
T,aT;.

* Calculer T, que 1'on écrira sous la forme T, =aT, .

* Etablir 1'expression du travail total Wt recu par une mole de gaz en fonction de R, v, T et a.

b) La compression précédente est réalisée en deux étages. Dans le premier étage, on
comprime de maniere adiabatique le gaz de la pression P; a la pression P', =bP,, avec b
constante comprise entre 1 et P,/P,. A la sortie du premier étage, le gaz est refroidi de fagcon
isobare jusqu'a T}, puis introduit et comprimé de maniere adiabatique de la pression P'; a P,
dans le deuxieme étage. Le gaz est enfin ramené a la température initial T; par un
refroidissement isobare.
* Quelle est 1'expression du travail noté W'y recu par une mole de gaz dans la compression bi-
71
étagée ? Exprimer W'y en fonction de R, y, Ty, aet x=b 7 . Comparer le travail W'r a Wr.
Quelle valeur faut-il donner a b pour que W't soit minimal ? Quelle est la valeur W'y
correspondante ?



Transformation irréversible :

Deux solides de méme masse m, de méme capacité calorifique massique c et de températures
initiales T, et T,, sont placés dans une enceinte adiabatique. Ils sont alors mis en contact.

Calculer la température finale T, a 'équilibre et la variation d'entropie AS de I'ensemble. Quel

est le signe de AS ?

Cycle de gaz parfaits :

Une mole d'un gaz parfait diatomique subit le cycle donné sur la figure, tracé en coordonnées
de Clapeyron (V,P) :

*** Transf (AB) et (CD) : adiabatiques réversibles. P:\ R ¢
*#** Transf (BC) : isobare (pression Pg) - \ b
*#% Transf (DA) : isochore (volume V p) \\
On donne : Pa A
P, =1bar;T, =300 K;V,/V, =8V, /V, =3 Ve Ve va ¥

Calculer la température du gaz dans les états B, C et D. Quel est le rendement du cycle ?

Transformation polytropique :

On consideére n mole d’un GP. Ce gaz subit une transformation « polytropique » d’un état

(P1,V1,T)) a un état (P,,V,,T») si, lors de la transformation supposée réversible, PV* =cste
(k> 0).

a) Montrer que la différentielle de I’entropie peut s’écrire : dS =nC d7T Exprimer C en
fonction de R, 'y et k. Calculer alors la variation d’entropie lors de la transformation totale, en
fonction de n, R, k, v, To et T;.

b) Calculer directement le travail W recu par le gaz au cours de la transformation et montrer
que le transfert thermique Q est proportionnel a W.

c) Dans chacun des cas suivants, indiquer quelle est 1’évolution particuliere observée et
évaluerC:k=0,k=1,k=vet k > oo.

Turboréacteur :

Tracer en coordonnées de Clapeyron le cycle d'un turboréacteur, composé d'une compression
adiabatique AB, d'un chauffage isobare BC, d'une détente adiabatique CD et d'un
refroidissement isobare DA. Exprimer le rendement en fonction du rapport de compression

a=Pp/Pa etdey(le gaz est supposé parfait).

Pompe a chaleur :

Une pompe a chaleur réversible fonctionne entre un lac a la température constante de 10°C et
une masse M d'eau thermiquement isolée. On chauffe ainsi cette masse d'eau.

a) Quelle est la relation entre la température de 1'eau T et le travail W fourni a la pompe ?
Calculer W pour M =1 t quand T = 40°C (la température initiale de la masse d'eau est 20°C).



b) Quelle aurait été 1'élévation de température si la méme €nergie W avait été utilisée dans une
résistance chauffante ?

Tracé d'un diagramme entropique :

Une mole de gaz parfait subit un cycle de transformations composé d'une compression
isotherme, d'un chauffage isobare, d'une détente adiabatique réversible et d'un refroidissement
isochore.

Représenter ce cycle dans le diagramme de Clapeyron (P,V) et dans le diagramme entropique
(T,S). Comparer les surfaces des deux cycles.

Détente dans une tuyere :

Une masse d’air assimilé a un gaz parfait arrive a I’entrée d’une tuyere avec une température
To =293 K et une vitesse d’ensemble v. La tuyere la conduit dans un treés grand réservoir ou
elle se disperse et ou sa température est Tr = 500 K. La tuyere et le réservoir sont parfaitement
calorifugés. L’air sera assimilé a un gaz parfait diatomique de coefficient y=1,40. La

constante massique des gaz parfaitsest r=R/M_ =287 Jkg ' K.

air

Calculer la vitesse v de I’air a I’entrée de la tuyere.

Travail maximum fourni par un moteur :

Deux corps identiques, de capacité calorifique totale C constante, sont respectivement a des
températures T, et T, (T,>T,). lls sont utilisés comme réservoir de chaleur pour faire

fonctionner un moteur thermique. A la fin de I'opération, les deux corps atteignent la méme
température T..

Calculer le travail maximum que peut fournir ce moteur.

Moteur a réaction :

Dans un moteur a réaction, un gaz (assimilé a 1’air supposé parfait) parcourt un cycle que 1’on
considérera tout d’abord comme étant réversible. Il pénetre dans le réacteur a la pression P; et
a la température T (état (1)). Il est ensuite comprimé adiabatiquement jusqu’a la pression P,
et la température vaut alors T, (état (2)). Il rentre alors dans une chambre de combustion ou sa
température passe de T, a Ti, la pression restant égale a P, (la sortie de la chambre de
combustion est représentée par 1’état (3)). Le gaz subit ensuite une détente adiabatique dans
une turbine jusqu’a P4 et T4 (état (4)). Cette détente est telle que la puissance fournie a la
turbine compense exactement celle que consomme le compresseur entre les états (1) et (2).
Enfin, le gaz se détend dans une tuyere adiabatique sans parties mobiles jusqu’a P; et Ts (état
(5)). Le gaz est rejeté avec la vitesse ¢ (ce qui assure la propulsion) dans I’atmosphere
extérieure ou il se refroidit a la pression constante P; de Ts a T;. On considere que la vitesse
du gaz est partout négligeable sauf a la sortie de la tuyere.

Données numériques : 7, =290K , P, =1bar, P,/ P, =5. La température du gaz a I’entrée de
la turbine est 7, =1300K . L’air est considéré comme étant un gaz diatomique de masse

molaire M =29 g.mol™" . La constante R des gaz parfaits vaut R =8,31J.K ".mol™".



Etage Chambre de
compresseur combustion

Etage
turbine-tuyére

Tuyére

Les applications numériques demandées sont relatives a 1’unité de masse (ici, 1 kg) et les
grandeurs extensives correspondantes seront notées par des lettres minuscules (s, pour
I’entropie, hy, pour I’enthalpie, e, pour I’énergie cinétique macroscopique,...).

Dans les questions suivantes, on établira d’abord I’expression littérale puis on donnera la
valeur numérique des résultats demandés.

a) Déterminer I’expression de T, en fonction des données. Quelle est I’énergie fournie a
I’unité de masse de gaz qui traverse le compresseur ?

b) Quels sont les échanges d’énergie par unité de temps et par unité de masse dans la chambre
de combustion ?

c) Déterminer T4 et Ts. Quelle est la vitesse ¢ du gaz a la sortie de la tuyere ?
d) Quel est le rendement p du moteur ?

e) En réalité, la tuyere n’a pas un fonctionnement réversible. Le gaz sort de la tuyere a une
température 7. On définit le rendement de la tuyere par rapport a l’isentropique par

n=,s—h, )/(h,s—h,,)=90%.
%% Quelle est alors la nouvelle température de sortie T, des gaz de la tuyere ?

*** Quelle est la nouvelle vitesse de sortie ¢’ des gaz ? Calculer le nouveau rendement p' du
cycle.

*#%* Quelle est la variation d’entropie massique du gaz a la traversée de la tuyere ?

Variation d'entropie au cours d'un changement d'état :

Un récipient parfaitement calorifugé contient une masse M =1 kg d'eau liquide a la
température 0; = 10°C. On place, dans ce récipient, un bloc de glace de masse m =500 g, a la
température 8 = 0°C.

a) Caractériser 1'état final.

b) Calculer :

*#%* La variation d'entropie de I'eau initialement a 1'état liquide.

*#% La variation d'entropie de 1'eau initialement a 1'état de glace.

Données : chaleur massique de l'eau liquide: ¢ = 4,18 J.g".°C”!

chaleur latente de fusion de la glace : Ly =334,4J. g'1

Compression isotherme d'un mélange Air-Vapeur d'eau :

Un récipient de volume V=2 L contient un mélange d'air et de vapeur d'eau a la température
To =323 K. Les pressions partielles de l'air et de la vapeur d'eau sont respectivement
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P1 =1 bar et P» = 0,1 bar. Le mélange subit une compression réversible isotherme, amenant le
volume du récipienta V =1 L.

a) Quelle est la pression finale du mélange ?

b) Calculer le travail regu par le mélange.

c) Quelle est la variation d'énergie interne du contenu du cylindre lors de cette
transformation ? Représenter la transformation effectuée par l'eau dans un diagramme
d'Andrews.

Données : la pression de vapeur saturante de I'eau vaut P = 0,12 bar a 50°C. La vapeur d'cau
seche et 1'air sont des gaz parfaits. Le mélange est idéal.

Surfusion du phosphore :

On place dans un récipient adiabatique une masse m = 40 g de phosphore en état de surfusion
a la température T, et sous la pression P = I bar. La surfusion cesse brutalement. Déterminer

la température T, et la composition du systeme a I'équilibre dans les deux cas suivants :
T, =40°CetT, =15°C.
On donne, pour le phosphore :

* Température de fusion sous 1 bar : T, = 44°C.
* Chaleur massique du solide : ¢ =0,79J .g‘l.oC‘1
* Chaleur massique du liquide : ¢ = 0,84 J .g‘l."C‘1

* Chaleur latente massique de fusion : Ly =20,9 J. g‘1

Marmite sous pression :

Une marmite sous pression, de volume 10 L, est remplie a la température Ty = 20°C d'une
masse d'eau m et d'air, sous pression normale Pp=1 bar. On la ferme et on porte sa
température a T; = 120°C. Déterminer, dans les deux cas suivants, la pression a l'intérieur de
lamarmite : m=6 gpuism=12 g.

La pression de vapeur saturante de 1'eau, dans le domaine 100°C < T < 200°C vaut (formule
de Duperray) :

P,=(T/ 100)4 (T en °C ; P, en bar)

et la vapeur d'eau seche se comporte comme un gaz parfait. On néglige le volume de 1'eau
liquide.

Vaporisation dans le vide :

Un récipient diatherme, dont on peut faire varier le volume a l'aide d'un piston diatherme, est
plongé dans un thermostat de température T = 100°C. Une

petite ampoule, de volume négligeable, communique avec le <—+— Thermostat
récipient a 1'aide d'un robinet et contient une masse m=1g '

d'eau liquide. Piston
Initialement le volume du récipient est nul. A partir de cet ®)

état initial, on réalise deux expériences : — m=1 g d'eau

liquide
11



a) On ouvre le robinet et on augmente lentement le volume du récipient jusqu'au volume V¢

pour lequel tout le liquide a disparu. Le récipient contient alors de la vapeur, sous une
pression égale a la pression de vapeur saturante a la température T).

b) On fixe le piston a la position finale obtenue précédemment, puis on ouvre le robinet.

Etablir, dans les deux cas, le bilan entropique de la transformation.

Cryophore de Wollaston :

Deux boules de verre A et B, en partie remplies d’eau, sont réunies par un tube vide d’air. Le
compartiment A, parfaitement calorifugé, contient initialement une masse m; = 1 kg d’eau
liquide, a la température T; = 100°C. Le liquide qui s’évapore dans A se condense dans le
compartiment B, maintenu a la température de 0°C : il y

a donc élimination, au fur et a mesure de sa formation, de ]l

la vapeur d’eau formée.

Déterminer la masse m; de glace formée dans Ile
compartiment A lorsque toute I’eau liquide de ce
compartiment a disparu. Faire I’application numérique.

Ouate Mélange eau-glace
Données : a0°c

® c=418J.g7".K™" (capacité calorifique massique de
I’eau liquide).
¢ La chaleur latente massique de vaporisation de 1’eau dépend de la température selon la loi

L,(T)=A-BT (ou A=3330J.¢g" et B=29J.g7 . K™").

e L, =334J.¢7" (chaleur latente massique de fusion de la glace, qui est supposée

indépendante de la température et de la pression).

Détente de Joule-Kelvin d’un fréon dans une machine frigorifique :

Dans une machine frigorifique, un fréon (chlorofluoroalcane) subit une détente de Joule-
Kelvin de I’état A a 1’état B (voir le diagramme de Clapeyron).

On désigne par x le titre en vapeur et on donne :

T,=303K;P,=f(T,)=17,5bar;x,=0;T,=263K;P,=f(T;)=2,2bar
L’enthalpie massique de vaporisation a T =263 K vaut : /,, =159 kJ kg™".

La capacité thermique massique du fréon liquide, supposée indépendante de la température
est: c=0,96kJ .kg™".

a) Déterminer le titre massique en vapeur xg dans I’état final.

b) Calculer la création d’entropie massique lors de la détente envisagée, commenter son signe.

Pompe a chaleur avec changement d’état :

Le principe d’une pompe a chaleur fonctionnant selon un «cycle a compression » est le
suivant :

12
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Un liquide réfrigérant sous haute pression P; passe a travers une petite ouverture (un
détendeur) vers une zone de pression plus faible P,. Le liquide y subit une détente de Joule-
Thomson durant laquelle une partie se vaporise. Le réfrigérant, partiellement vaporisé, entre
ensuite dans un évaporateur (et se trouve en contact avec un circuit d’eau froide qui constitue
la « source froide », dont la température est néanmoins plus élevée que celle du réfrigérant),
ou il absorbe de la chaleur et s’évapore completement a température et pression constantes. La
vapeur toujours a basse pression P, est ensuite comprimée dans un compresseur et ressort a
I’état de vapeur chaude a la méme haute pression P;. Il est alors temps de mettre en contact
dans le condenseur (par I’intermédiaire d’un échangeur) cette vapeur chaude avec I’eau du
circuit de chauffage (qui circule dans le sol de I’habitation et qui constitue la « source
chaude », dont la température est cependant plus faible que celle du réfrigérant sortant juste
du compresseur). L’eau de chauffage recoit de I’énergie thermique alors que la vapeur chaude
se condense entierement a pression constante P;. Le liquide, sortant du condenseur, rencontre
de nouveau le détendeur et le cycle se poursuit...

Les fluides réfrigérants les plus utilisés sont les fréons (comme le fréon 22, CHF,Cl, dans le
cadre de cet exercice), I’ammoniaque, le dioxyde de carbone ou de soufre, ... L utilisation des
fréons comme liquides réfrigérants est soumise a caution actuellement car les fréons ont une
influence néfaste sur la couche d’ozone atmosphérique. Ils tendent a &tre remplacés désormais
par des alcanes.

Notations et données (les calculs seront réalisés pour une masse m = 1 kg de fréon) :

¢ En traversant le détendeur, le fréon liquide subit une détente adiabatique passant de (P;,T;) a
(P2,T2).

Ondonne: 7, =305K, T, =273K, P, =12,65bar et P, =5bar.

¢ Dans I’évaporateur, il subit une évaporation complete sous la pression de vapeur saturante
P, et a la température T,.

¢ Le fréon gazeux sort du compresseur a la température T3 et sous la pression P;.

¢ Dans le condenseur, le fréon gazeux se refroidit, puis se liquéfie complétement sous la
pression de vapeur saturante P; et a la température T;.

e / (T) représente la chaleur latente massique de vaporisation du fréon a la température T.
Ondonne : ¢ (T,)=219kJ kg™ et ¢ (T,)=244,5kJ kg™".

¢ La capacité thermique massique ¢, du fréon liquide est indépendante de T et de P et vaut
¢, =138 kJ.kg_l.K_1 .

e Le fréon gazeux est assimilé a un gaz parfait de masse molaire M =86,5 g.mol™", pour
lequel ¥ =1,20 (la constante des gaz parfaits est R =8,314J.K ".mol™").
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e [’énergie cinétique macroscopique ainsi que 1’énergie potentielle de pesanteur sont
négligées dans tout I’exercice et 1’installation fonctionne en régime permanent.

a) Passage dans le détendeur a parois adiabatiques: démontrer que la détente est
isenthalpique. En déduire la fraction massique x, de fréon gazeux a la sortie du détendeur.
Calculer la variation d’entropie As; du fréon.

b) Passage dans I’évaporateur : évaluer le transfert thermique q recu par le fréon. Calculer sa
variation d’entropie As,.

c¢) Etude de la compression : en supposant la compression adiabatique réversible, déterminer
T5 puis le travail regu w3 par le fréon en fonction des données. Calculer la variation d’entropie
As3 du fréon.

d) Passage dans le condenseur : calculer le transfert thermique q4 recu par le fréon puis sa
variation d’entropie Ass.

e) Le compresseur est entrainé par un moteur électrique de rendement électro-mécanique
pm = 0,8. Définir I’efficacité e de cette pompe a chaleur et I’évaluer numériquement. Quel
avantage présente ce chauffage par rapport au chauffage électrique ?

Altitude des cumulus.

Par beau temps, les masses d'air s'élevent depuis le sol en suivant une évolution isentropique,
on observe alors la formation de nuages appelés « cumulus », dont les bases sont
pratiquement planes et toutes a la méme altitude. Pour cette évolution isentropique, on

oT g . .
admettra que - =—0u Cp est une grandeur ma551que.

2z ¢

Exprimer l'altitude des bases des cumulus en fonction de grandeurs mesurables au sol.

14



Transferts thermiques et diffusion de particules

Conductions thermique et électrique :

On considere un milieu conducteur de la chaleur et de 1'électricité (de conductivité thermique
A, de chaleur massique ¢, de masse volumique p et de conductivité électrique G).

Le milieu, infini dans les directions (Oy) et (Oz), est limité par les plans x =0etx =L :
*** En x =0 : on a un thermostat de température Tp.

*** En x = L, on a placé une paroi adiabatique.

Le milieu est parcouru par un courant électrique dont la densité volumique de courant est
uniforme :

j=ji , (u, estle vecteur unitaire de I'axe (Oy)).

Les seuls transfert de chaleur considérés ici sont de nature conductif.

a) La température entre les deux plans x =0 et x = L est a priori une fonction de X, y , z et du
temps t. Montrer que T ne dépend que de x et du temps, T(x,t). Déterminer, en régime
quelconque, I’équation aux dérivées partielles vérifiée par T(x,t), appelée équation de la
chaleur.

b) Calculer la température T(x) en régime permanent en un point M compris entre les plans
x =0 et x = L. Tracer la courbe T(x). En quel point la température est-elle extrémale ?

Combustible nucléaire :

Un barreau cylindrique d'Uranium a un diametre d, =29 mm. En son sein, la réaction
nucléaire dégage une puissance thermique volumique q =700 MW.m . La conductivité
thermique de l'uranium estk =27 W.m 'K .

Déterminer, en régime permanent, la répartition des températures dans le barreau. A la
périphérie, la température a pour valeur 6y = 200°C. Que vaut 0, ?

Résistance thermique :

On considere deux spheres concentriques S; et Sy, de rayons R; et Ry, qui sont portées aux
températures T et T,. L'espace entre les deux spheres est un milieu de conductivité thermique
k.

Calculer, en régime permanent, la puissance calorifique J (flux thermique) passant de S; vers
S». Montrer que le rapport (T;-T5) / J est une constante Ry, (résistance thermique).
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Une résolution de 1'équation de la chaleur :

On considere la diffusion thermique dans un solide suivant la direction (Ox) ; on suppose qu'il
n'y a ni production, ni absorption de chaleur dans le milieu. On appelle T(x,t) la température
au sein du solide et K le coefficient thermique.

Pour certaines conditions initiales (que I'on suppose réalisées ici), il est possible de chercher
une solution de I'équation de la chaleur de la forme (méthode de séparation des variables):

T(x,t) = Tp + f(x).g(t)

ou Ty désigne une constante, f(x) une fonction de x uniquement et g(t) une fonction du temps
seulement.

a) Déterminer l'expression générale des fonctions f(x) et g(t).

b) On suppose qu'a t=0, T(x,0) =T+ Ty sin(px) (T;, T, et p désignant des constantes).
Montrer que la solution trouvée ci-dessus convient et déterminer complétement cette solution.

Onde de température :

Le sous-sol est considéré comme un milieu semi-infini, homogene, de conductivité thermique
K, de masse volumique p, de capacité thermique massique c, situé dans le demi-espace x > 0.
On suppose que la température de la surface du sol (plan x = 0) est soumise a des variations
sinusoidales :

T.(t)=T,+6,coswx
a) Déterminer la température T(x,t) a la profondeur x (se placer en notation complexe) en
régime permanent.
b) Exprimer la vitesse v de 1’onde thermique ainsi obtenue.

¢) On considere des variations journalieres de la température, la température au niveau du sol
variant entre 0°C la nuit et 16°C le jour. A partir de quelle profondeur les variations de
température sont-elles inférieures a 1°C ? Calculer la vitesse v. On donne :

K ~ -

a=—=6.10" m*.s”

pc
On considere des variations annuelles de température, la température variant de — 10°C a
26°C. Répondre aux mémes questions.

Ailette de refroidissement :

On considére un corps solide (B), qui peut étre
le boitier d'un transistor de puissance.

(B) . N o - .
Les phénomenes dissipatifs dont il est le siege

le portent & une température supérieure a la

température ambiante.

Pour faciliter le transfert thermique du boitier

vers |'extérieur, on prolonge (B) par un barreau

cylindrique mince, de longueur L et de section S.
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2 - . . r
On prendra S =ma™ ; par ailleurs, le barreau est suffisamment mince pour que sa température
ne dépende que de la variable x, comptée dans le sens de sa longueur.

Le régime sera stationnaire.
L'ailette (de conductivité thermique A ) n’étant pas calorifugée, elle présente des pertes

thermiques conducto-convectives égales 3 : h[T(x)-T,] (en Wn™)

(T(x) est la température locale du barreau et T, est la « température extérieure », suffisamment
loin de l'ailette pour que le milieu y soit a I'équilibre thermique et sans turbulences ; h est le
coefficient de transfert thermique de surface, en W2 .K™)

Rq : cette loi est appelée « loi de Newton », et régit (dans beaucoup de cas) les échanges
thermiques complexes entre un solide et un fluide.

1) Déterminer la répartition de température T(x) au sein du barreau.

(on pourra poser o = l_a et ﬁ*a—h)
porTra P \2h p)

2) Calculer le rapport p des puissances évacuées par le corps (B) a travers la surface

2 r .
S=ma , en présence du barreau et sans le barreau : dans ce dernier cas, on supposera
gue les pertes thermiques de surface du boitier obéissent a la loi de Newton, avec le
méme coefficient h que pour le barreau. A quelle inégalité doit satisfaire la grandeur f3

pour que |'ailette joue pleinement son rdle ?

Commenter le résultat obtenu en fonction des parameétres a, het A .
3) Compte tenu de la réponse ala question précédente et pour simplifier les calculs, nous
allons considérer que L — oo .
a) Reprendre alors la question 1).
b) Calculer de deux maniéres différentes la puissance F. fournie par le boitier au
barreau.

Transfert thermique dans une barre :

Une barre cylindrique homogeéne, de masse
volumique p, de capacité thermique
massique ¢, de conductivité thermique A, PIIITITITTTTITIT7
aune longueur L et une section droite X . :
Ses parois latérales sont calorifugées de i
telle sorte que les pertes thermiques sont 0 L
négligées ; en revanche, chaque extrémité

de la barre, en x=0 et x= L, est en contact avec un thermostat, respectivement S, et
S, , qui impose la température 7, = 7(0,) et T, =T(L,?).

S 1 AN S  S  R S 9

1. Bilan énergétique
a) Rappeler la loi de Fourier en notant j, = j, (x,£)i, le vecteur densité de courant
thermique dans la barre. Puis effectuer un bilan d’énergie sur une tranche

€lémentaire du conducteur, comprise entre les abscisses x et x+dx, et établir
I’équation aux dérivées partielles vérifiée par la température T'(x,7) :

2
&T_or _,

o o

Expliciter D et donner son unité.

b) Dans cette seule question les deux thermostats ont des capacités thermiques
infinies. En déduire :

— que les thermostats imposent alors des températures 7, et 7, constantes
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— la distribution de température 7(x) dans la barre en régime permanent (on peut
supposer 1} >T,)

— la résistance thermique R, de la barre métallique.

Dans les deux questions qui suivent, les deux thermostats de conductivité thermique
infinie, ont la méme capacité thermique C, non infinie, mais trés grande devant la
capacité thermique totale de la barre ; ’ensemble constitué par les thermostats et la

barre est parfaitement calorifugé. Le thermostat S, a une température initiale 7° et le

thermostat §, a une température initiale 7.

c) Quelles conséquences, sur les températures des thermostats et de la barre, les

différentes hypothéses faites & propos des thermostats entrainent-elles ? Donner
T(x,1).

d) Montrer que % = —% et établir les expressions des températures 7(¢) et 7,(¢)

des thermostats au cours du temps en fonction des températures initiales, de C et
de la résistance thermique de la barre (on peut supposer 7;" >, et écrire 7,(7) et

T,(t) sous des formes physiquement pertinentes a I’aide de 7;°, T, , ¢ et d’un

temps 7 & exprimer).
Dessiner le circuit électrocinétique équivalent a cette ¢tude et indiquer a quelles
grandeurs thermiques correspondent la tension et le courant.

2. Bilan entropique

On considére d’abord entre les instants ¢ et ¢+ df une tranche élémentaire de la barre
comprise entre les abscisses x et x+dx.

a) Exprimer successivement :

— la variation d’entropie d°S de la tranche élémentaire (supposée indilatable)

. or
pendant df en fonction, entre autres, de 617

— ’entropie échangée &°S,, par la tranche ¢lémentaire pendant d¢ en fonction de

éch.
E[f_m]
o\ T

— Dentropie créée 5°S

créée

par la tranche élémentaire pendant df si ’on note

o(x,t), la quantité d’entropie créée par unité de volume et de temps.

b) En déduire la relation entre les grandeurs spatio-temporelles précédentes traduisant
le bilan d’entropie local.

La fin du probléme concerne la totalit¢ de la barre, uniquement dans le régime
permanent de la question 1.b).

c¢) Exprimer o(x), I’entropie créée par unité de volume et de temps, en fonction de x
: R o as, . Y
et des données. En déduire la quantité totale —d— d’entropie créée dans la barre
t

par unité de temps et commenter son signe.

éch.

d) Evaluer directement I’entropie échangée par la barre avec les thermostats

par unité de temps et commenter.
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e) Déduire des questions précédentes la variation

d’entropie de la barre par

unité de temps. Ce résultat était-il prévisible ? En quoi cependant est-il original vu
le systéme et la transformation étudiés ?

Température de contact entre deux corps :
On met en contact deux conducteurs thermiques cylindriques, calorifugés latéralement.

On se place en régime permanent (en chaque extrémité, la température est maintenue
constante). Les cylindres sont suffisamment minces pour que l’on puisse considérer la
température comme une fonction de x seulement.

T T, T.
(4) (4)

; o LeL

a) Déterminer la température de contact T, en x =L; (on fera apparaitre les conductances
thermiques de chaque barreau en notant S leur section commune) ; quelle est 1’allure de T(x) ?
b) On choisit: L, =L, ;T, =305 K et T, =373K . L’un des barreaux modélise un conducteur
organique (un doigt par exemple) de conductivité thermique A; = 0,5 USI ; le deuxi¢me est le
manche d’une casserole remplie d’eau bouillante. Calculer T, pour les deux cas suivants :

- manche en bois : A, = 0,2 USI

- manche en cuivre : A; = 390 USI. Conclure.

Formation d’une couche de glace :

L’eau liquide d’un lac est a la température de congélation T, = 273 K. L’air au-dessus du lac
est a la température constante T,=7263 K. Libre de glace a t=0, le lac se couvre
progressivement d’une couche de glace dont 1’épaisseur est notée /(¢). La glace possede une

masse volumique W, une conductivité thermique K, une chaleur latente massique de fusion L¢
et une capacité calorifique que I’on négligera.

D’autre part, la puissance thermique échangée a I'interface glace-air est donnée, pour une
surface S de glace, par (loi de Newton) P, = a(T,(t)—T,)S, ou Ty(t) est la température de la
glace en x = 0.

a) Déterminer I’épaisseur de glace /(t) formée a I’instant t, ainsi que la température Ty(t). On
posera :

KL
a 2a°(T, = T,)
b) Tracer les graphes donnant /(¢) et Ty(t). On exprimera /(¢) en cm et t en heures. On
donnera également le taux d’accroissement d/(t)/dt de 1’épaisseur /() de la couche de

glace. Que vautce taux at=0"?
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Pth

Air T,
e

Eau liquide T,

Données :

U= 9.10° kg.m_3 K =510" kcalm™ s'.K™"; Lf =80 kcal.kg_l =107 kcalm™>.s"' . K"

Un exemple en régime non stationnaire ; la sensation de chaud :

« Qui du bois ou de I’acier, a la méme température, semble le plus chaud ? »
t<0; T =17 =37 °C (main) uniforme pour x <0
T =T, =20 °C (table) uniforme pour x>0
Le contact a lieu a4 I’instant # =0 dans le plan x =0 et on adopte le modéle suivant :
— le probléme est unidimensionnel, on cherche T(x,?)
— I’expérience est de courte durée, les solides peuvent étre considérés comme illimités,
soit pour ¢ >0, T(—o0,f) =T, et T(+o0,1) =T,

— on admet qu’a I’interface s’établit instantanément une température stationnaire 7, .

—\%; J: e dy ou u =ﬁ3t— avec f,(fo)==1 est solution
de I’équation de diffusion (revoir les indications a la fin de « Conseils a suivre »).

b) On cherche T'(x,)=a,+b,f5 (x,1) ; donner a; et b, en fonction de 7, et T,
(i=1,2) ou D, estle coefficient de diffusion du milieu i.

¢) Exprimer 7, en fonction de 7}, 7, et des effusivités E, et £, (£ = W )
AN : Calculer 7, sachant que E, =1,8.10° W.m=XK"'s"” (main); E, =0,4.10°

(bois) ou E, =14.10° (acier) ; conclusion.

a) Vérifier que f,(u)=

d) Justifier « a I’interface s’établit instantanément une température stationnaire 7, ».

Fonte d’un glacon :

Un glacon sphérique, de centre fixe O, de rayon initial Ry est immergée dans de 1’eau liquide
et fond lentement. On note respectivement A la conductivité thermique du liquide, s et c la
masse volumique et la capacité calorifique massique du solide, L et M 1’enthalpie molaire de
fusion et la masse molaire de I’eau.

On suppose la conductivité thermique du solide infinie, ce qui lui permet d’avoir a chaque
instant une température uniforme, et la capacité calorifique massique du liquide négligeable.

Au cours de la fusion, le glacon reste sphérique (on note R(t) son rayon a I’instant t) a la
température de fusion T; et, loin du solide, le liquide conserve une température constante
Ty > Tr. [I n’y a pas de convection.

a) Déterminer la température T(r,t) dans le liquide en fonction de r et de R(t).

20



b) Effectuer un bilan d’énergie pour le glacon entre les instants t et t+ dt et en déduire
I’équation différentielle vérifiée par R(t).

c¢) Déterminer R(t) et exprimer la durée nécessaire T a la fusion complete du glagon. AN :
A=0,609W.m™' K" ;u =917 kgm™ ;¢ =2,09 kJ.K " kg™
L, =6,03kJ.mol™ ;T, =0°C ; T, =15°C ; Ry =5 mm

Etres vivants.

Un étre vivant a une température T. Il rayonne une puissance donnée par la loi de Stéfan: P =
c T S, 0= 5,77.10'8 SI. S est la surface de contact entre 1’étre vivant et 1’atmosphere.
L’atmosphere est a la température Tp < T et ’animal regoit de la part de 1’atmosphere une
puissance Py = o T"é, S.

L'animal recoit d'autre part de 1'énergie du fait de 1'absorption de nourriture. On appelle G la
gloutonnerie de l'animal G = P,/m, si P, est la puissance absorbée. On suppose 1'animal
sphérique de rayon r et de masse volumique p = 1000 kg.m'3 .

1. Calculer G en fonction de o, p, 1, T et To. Comparer G pour la souris, le chat, le serpent.
Conclure.

2. Pour G fixé, les hommes des pays froids sont plus grands que ceux des pays chauds. Est-ce
en accord avec la question précédente ?

3. Un homme de 80kg mange quotidiennement 1 kg de nourriture. Il regoit ainsi un énergie de
12 MJ. Calculer G en W.kg™.

4. Un lilliputien a une hauteur h = 2mm et une section s = 0,5 mm x 1 mm. Calculer G pour T
- To = 20°C. Un homme ordinaire prend 1 h 30 par jour pour s'alimenter. Qu'en est-il pour le
lilliputien ?

L’age de la Terre mesuré par lord Kelvin :

Pour estimer 'age de la Terre, lord Kelvin a proposé le modéle X ) Atmosphere a T,
suivant (Fig. ) : la Terre est assimilée & un demi-espace x < 0 : ;
et I'atmosphere maintient T(x=0,%)=T, =300 K & tout T J
instant ; la Terre s'est formée par solidification de roches & la Ot <

température Tr= 2 300 K de telle sorte qu’a I'instant initial on [

avait T(x < 0, t = 0) = T ; depuis, la Terre se refroidit lente- |

ment en évacuant vers I'atmosphére un flux de chaleur qui ‘

vaut actuellement jo(x=0,1)=0,03 W- m~2. On donne pour : Terre & T{x,t)
la Terre les chiffres movens: u =2 700 kg-m3,

c=1000J kgt Kleti=2 W m1K1L ;

a) On admet que la fonction 3 :

flx, 1) = J.uexp(fuz) dv avec u oS

: " 2./Di

est solution de I'équation de la chaleur oT/dt = D AT. Jclglstifier qualors T(x, t) =a + b f(x, t) est aussi solution et
déterminer a et b en fonction de Tr et Ty, On donne J. exp(—v?) do = fn/2.

0
b) En déduire I'expression de jg(x = 0, ), puis une estimation de I’age de la Terre. On pourra utiliser la propriété
mathématique suivante de la fonction f(x, t) :

o a2t ) () e (G = el )

¢) La découverte postérieure de la radioactivité a permis une nouvelle évaluation de 1'age de la Terre cent fois plus
slevée. En évaluant numériquement une distance caractéristique & des variations spatiales du champ de tempéra-
ture, montrer que 'approximation d’une Terre plate n’est pas en cause
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Echangeur thermique :

Un échangeur thermique est constitué (Fig. 9) de deux canalisations d'axe Ox de longueur L et de mé@me section
rectangulaire de cotés b selon u,, et a selon u,, séparées par une paroi maétallique d'épaisseur e < L. Dans la con-
duite (1), un liquide entre en x = 0 a la température T (x = 0) = T; et s'écoule a vitesse constante v u,. Dans la
conduite (2), le méme liquide enire en x = L a la température Ty(x =L) = T; 5 et s’écoule a vitesse constante
-vu, On note T1(x) et Ty(x) la température dans les deux conduites, supposée uniforme dans une section.
Données : capacité thermique massique ¢, masse volumique ¢ et conductivité thermique A du liquide ; conductivité
thermique 1, de la paroi métallique. On suppose la pression uniforme.

zZ A L
T ekl -
| A
| v |
Tor! " a
; Liquide a T+(x) ‘\
1 ]
| i
B | Métal a Tx.z) * e
e - X
1 v
a | T2

Liquide a T5(x)

1. Dans la paroi, comparer en ordre de grandeur le flux thermique selon u, et selon u,. Dans toute la suite on
néglige le flux thermique selon u,.. Exprimer le flux thermique 8¢ traversant un élément de surface béx de la paroi,
de (1) vers (2) en fonction de b, 6x, 2, e, T1(x) et To(x).

2. Onisole le systéme fermé constitué a I'instant ¢ du liquide contenu dans la canalisation (1) entre les plans d’abs-
cisses x et x + dx. A 'instant t + df, ce systéme est compris entre x + v di et x + dx + v dt.

a) Monitrer que sa variation d’énergie interne vaut :

Ut +dt)y-U(t) = ucvab éx % .

b) En déduire I'équation différentielle dont est solution T (x). Déterminer sans calculs I'équation dont est solution
TQ(.)C).
¢) Montrer que ces équations peuvent se mettre sous la forme approchée :

a1, AT,
T e hE 0y

& condition que la vitesse v soit suffisante. Exprimer & en fonction des données. Quelle est la dimension de § 7
d) Compte tenu des conditions & 'entrée des deux conduites, les solutions de ces équations sont de la forme :
(L + 5)T01 +X(TL2 - TOI) . (L <k 5)T01 + (X + 5) (TL2 = TOI)

L+6 ’ L+& )

Ty(x) = Ty(x) =

Discuter I'optimisation industrielle du rapport L/ 8, puis du choix de 4,,. Montrer qu'il faut trouver un compromis
sur la vitesse v.

Un transfert conductif axial :

Un fil métallique cylindrique de section droite circulaire de diametre D défile a grande vitesse
u (dans le référentiel de 1'atelier entre deux galets. On désigne par | la masse volumique du
métal, par ¢ sa chaleur massique et par A sa conductivité thermique supposée isotrope. T, est
la température constante de 1'air ambiant.

h désigne le coefficient de transfert conducto-convectif de sorte qu'a l'abscisse x ou la
température du fil est T(x) (le régime étant supposé stationnaire), le flux thermique latéral est
ainsi : je. = h(Ta - T(x)).
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—~—— Galet

=¥

0
~— Galet
1) a) On isole une tranche de fil d'épaisseur dx et d'abscisse x a l'instant t. Quelle est son
. . . . dT
abscisse a l'instant t + dt ? En déduire que sa température varie de dT =u x dt.
X

b) En négligeant le rayonnement, écrire 1'équation traduisant le bilan thermique local en
régime stationnaire.

2) En déduire le champ de température T(x) en régime stationnaire. On précisera la condition
aux limites pour x -> oo, le fil ayant une longueur 1 trés grande (hypotheése qu'on précisera
plus loin). On posera To = T(0).

3) Simplifier 'expression précédente dans le cas ou

u>> L ’&
e VD

En déduire une longueur caractéristique a qu'on exprimera en fonction de W, ¢, h, u et D.
A.N. On donne : W= 8.10° kg.m'3 c =460 J.kg'l.K'1 A=15W.m" K" (acier) ;
h=30 W.m2K" (convection forcée), D=102 mm, u=0,1 m.s™.

Exprimer numériquement la condition sur u. Calculer numériquement a.

4) Calculer la puissance thermique perdue par le fil. Commenter

Chauffage d’un avion :

On modélise un avion par un cylindre de diametre D = 3 m et de longueur L = 20 m. Ce
cylindre est recouvert d’un matériau de conductivité K et d’épaisseur € = 6 cm. On donne T; =
20 °C et T, = -30°C. Calculer la puissance P nécessaire au chauffage de I’avion.

Température d’un astéroide :

Un astéroide solide, sphérique de rayon R, est placé dans l'espace vide. L'astéroide, de
conductivité thermique A, est radioactif de telle sorte qu'une énergie P d t est créée pendant dt
dans un élément de volume dT, ou P est une constante.

Déterminer le champ de température a 1'équilibre dans 1’astéroide, en supposant qu'il évacue a
. . 4 7

sa surface par rayonnement une puissance surfacique o T ou T est sa température de surface

et ¢ la constante de Stephan.

Diffusion de neutrons dans un réacteur nucléaire :

On consideére, dans un réacteur nucléaire fonctionnant en régime stationnaire, un boulet
sphérique de rayon R, jouant le role de source de neutrons. Cette source est supposée seule.
Un processus de production fait apparaitre ¢ neutrons par unité de volume et par unité de
temps. On admet que la fonction G est constante a 1'intérieur du boulet et nulle en dehors de
celui-ci.
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a) Exprimer, en fonction de &, R, r et du coefficient de diffusion D, la densité particulaire
ny(r) de neutrons a la distance r du centre du boulet.

b) Donner une représentation graphique de la fonction ny(r) et de la norme du vecteur densité
de courant de particules j,(r) en fonction de r, lorsque r varie de 0 a l'infini.

Diffusion de neutrons en présence de sources de particules :

On étudie la diffusion unidirectionnelle de neutrons dans un barreau de plutonium cylindrique d'axe Ox et de sec-
tion droite d’aire S, s’étendant entre les abscisses x = 0 et x = L. On note n(M. t) le nombre de neutrons par unité
de volume. Cette diffusion satisfait 2 la loi de Fick, avec un coefficient de diffusion D = 22 m?2.s1.

D’autre part, du fait de réactions nucléaires entre les neutrons et la matiere, des neutrons sont produits : pendant
une durée dt, dans un élément de volume d#M), il apparait 52Np =Kn(M, t)doM) dt neutrons, ol
K=35-10%s! est une constante positive homogéne a l'inverse d'un temps et caractéristique des réactions
nucléaires.

On admettra en premiére approximation que n doit s'annuler a tout instant aux extrémités du cylindre (x = 0 et
x =L). En revanche on supposera que n(x, t) ne s'annule pas a I'intérieur du cylindre.

1. Montrer que n(x, t) est solution de I'équation :

on _ ~ 9%n
ﬁ—DaszrKn.

2. Déterminer n(x) & une constante multiplicative prés en régime stationnaire. Montrer que ce régime n’est pos-

sible que pour une valeur particuliére L, de la longueur L du barreau et calculer L_.

3. En régime quelcongue, on cherche une solution de la forme n(x, t) = h(x) exp(— t/1). Déterminer h(x) et 1.
En déduire que n(x, t) diverge si L est supérieure & L.

Diffusion de vapeur d'eau dans l'air :

De 1'eau est portée juste a ébullition dans un bécher, de telle sorte qu'a sa surface de cote
z=0, la densité moléculaire prenne pendant la durée de 1'étude la valeur fixée
n(z =0,t) =nyg =11 /kgT ou IT =1 bar est la pression de vapeur saturante a la température
T = 100°C. Le bécher est fermé et surmonté d'un tube vertical de section S et de hauteur L
dans lequel on note n(z, t) la densité moléculaire de vapeur d'eau qui diffuse dans l'air qui
joue le role de fluide-support.

Courant d’air

Air et vapeur d’eau

z=0

Eau en ébuliition

A l'extrémité supérieure du tube, de cote z =L, un courant d'air emporte par convection
des molécules d'eau et impose une relation entre la densité de flux de particules et la
densité moléculaire de la forme jn(z = L,t) = k.n(z = L,t) ol k est une constante.

Déterminer n(z) et jx en régime stationnaire en fonction de z, k, D, ng et L.

Etude de la diffusion d’atomes dans un solide :

On utilise tres souvent les phénomenes de diffusion pour la fabrication des transistors dans
I’industrie micro-électronique. La diffusion d’atomes tels que le bore dans un substrat de
silicium permet par exemple de modifier considérablement les propriétés électriques de ce
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dernier. Le plus souvent, les processus de diffusion ont lieu a des températures élevées. Ainsi,
les atomes se trouvent « figés » lorsque le dispositif est ramené a température ambiante.

On se propose dans cet exercice d’établir les lois expliquant la diffusion des atomes dans les
solides.

On suppose que la diffusion a lieu suivant 1’axe (Ox) Dittusion
dans le sens positif et qu’aucune diffusion n’a lieu M:> Matériau
suivant les directions (Oy) et (Oz). Particules
. e 1o s ) implantées a|  c(x.t)
1) Montrer que la concentration c(x,t) vérifie 1I’équation me fZ zes . c(x +dxt)
aux dérivées partielles : (D : coefficient de diffusion)
dc(x, 1) d’c(x,1) ) o g,
o =D ¥ (Equation de la diffusion) 0 > ok x

A D'instant initial, la concentration de particules est nulle partout sauf sur une faible épaisseur
située en x = 0. Soit Q le nombre de particules implantées a la surface du matériau par unité
de surface sur cette tres faible épaisseur. Au cours du processus de diffusion, la quantité de
particules Q présentes dans le matériau reste constante (aucun atome ne quitte le matériau).
On montre alors que la concentration de particules dans le matériau au cours de la diffusion
est de la forme :

X2
c(x,t)= B(t)exp{—m}

2) A Taide de I’équation de la diffusion et en utilisant les conditions initiales et la
conservation de la quantité de particules pendant la diffusion, établir les expressions de B(t),

Jz

A(t) et celle de c(x,t) en fonction de Q, D, t et x. (On rappelle que : IOM exp(—uz)du = Tﬂ- ).

3) Déterminer la profondeur de diffusion h, pour laquelle c(h,t) =c(0,t)/e, ou e est tel que
In(e) =1. Au bout d’un temps t; = 1 heure, la profondeur de diffusion des atomes considérés

est h=35 um. Donner la valeur du coefficient de diffusion D des atomes de bore dans le
silicium. Tracer I’allure du profil de concentration des atomes diffusés a t; = 1 heure puis au
bout de 3 heures, 20 heures et 100 heures.

Evaporation :

Une soucoupe de rayon R =5 cm et de hauteur L =2 cm contient de I’eau sur une hauteur
h =3 mm. Elle est placée dans une piecce a T =298 K, I’ensemble est initialement a cette
température .

Au bout de quelle durée n’y a-t-il plus d’eau dans la soucoupe ?

On donne : D = coefficient de diffusion de I’eau dans I’air 2 25°C~2.10 °m?2s" 1,
pression de vapeur saturante de I’eau a 25°C : Ps = 3200 Pa.

Etude du modele prédateur - proie et portrait de phase :

1) Interpréter 1'équation de 1'évolution de la population des proies en l'absence de

d
prédateurs, FI: =0 (1—%) n, a > 0, et celle des prédateurs, en l'absence de proies,
dp
it Bp.B>0

25



2) En présence les unes des autres, ces équations deviennent :

dn ([ n ) dp

— =0 1-—=-9 ; - =B+

5 =% \1-3;~%pn 1 = CB+yn)p
Quelle valeur a-t-on a 1'équilibre? En étudiant les variations autour de 1'équilibre, tracer le
portrait de phase.

Diffusion en présence d'un champ extérieur :

On étudie un équilibre de sédimentation mettant en jeu la diffusion, mais aussi un champ
extérieur, en l'occurrence celui de pesanteur. Des particules sphériques de rayon R, de masse
volumique p, sont en suspension dans un fluide de masse volumique po. Leur densité
volumique n ne dépend que de la hauteur z par rapport au fond du récipient. Au cours de
leur chute, les particules sphériques sont soumises a une force visqueuse —6mMRV ol 1 est la
viscosité du liquide.

'8

Courant
diffusif

Courant
d'entrainement

Les particules sont aussi soumises au poids et a la poussée d'Archimede, de résultante
A - . . . TP o
?R3(po— p)g e,. On souhaite déterminer la distribution a 1'équilibre de la densité
volumique n(z).

1) Au cours de leur chute dans le liquide, les particules atteignent rapidement une vitesse
limite. La déterminer.

2) En déduire I'expression de la densité de courant d'entrainement.
3) Quelle est celle de la densité de courant diffusif ?

4) Déduire des deux questions précédentes l'expression de la densité volumique n(z) en
régime permanent.

5) Cette expression peut aussi s'interpréter a 1'aide du facteur de Boltzmann. En déduire une
relation entre le coefficient de diffusion D, la constante de Boltzmann kg, la température T,
le rayon R et la viscosité 1.

Ecrantage nucléaire :

On modélise un écran de plomb destiné a se protéger de particules o par un demi-espace x > 0
recevant en X = 0 un flux surfacique ¢ constant de particules o. Dans le plomb, ces particules
diffusent avec un coefficient D. Par ailleurs, dans un élément de volume dV ou leur densité
particulaire vaut n (X, t), un nombre ESZN.d =n (X, t) dV dt/t sont absorbées pendant dt, ou T est
une constante caractéristique. On suppose le régime stationnaire.

1- Montrer que n(x) est solution de I'équation différentielle :
dn n
@—gzO avec d=+D1
2- En déduire I'expression de n(x) et I'ordre de grandeur de 1'épaisseur optimale d'un écran.
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Approche probabiliste de la diffusion :

Dans un tube cylindrique compris entre x = -L/2 et x = L/2, des neutrons sont répartis a un
instant t, = pT avec p entier sur des sites discrets d'abscisses X, = na avec n entier. Entre les
instants t, et t, + | , chaque neutron a une probabilité ot de disparaitre. S'il ne disparait pas, il a
une méme probabilité d'effectuer un saut vers 1'un ou l'autre des deux sites voisins situés a sa
gauche et a sa droite.

I- On note p (Xy, tp) la probabilité pour un neutron donné d'étre en x, a l'instant t,. Exprimer p
(Xn , tp) en fonctionde p (Xn-1, tp) et de p (X + 1, tp)-

2. On fait l'approximation des milieux continus. Montrer que p (X, t) est solution d'une
équation aux dérivées partielles de la forme :

9 _ Ip
X ——ap+Daxz

et exprimer D en fonction des données. Vérifier son homogénéité. De quelle équation aux
dérivées partielles est solution la densité linéique n (x, t) de neutrons ?

3. On suppose que le matériau recoit en x = + L[/2 un flux stationnaire de neutrons.
Déterminer n(x) en régime stationnaire.
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Electrostatique

Segment chargé de maniere linéique : on considere une distribution linéaire de charges avec
une densité linéique de charges A constante et de longueur FF'=2¢. Calculer le champ créé au
point A situé sur I'axe (Ox) et au point B sur 'axe (Oy), avec OA = OB =a >1(O est le milieu
de FF' et les axes sont respectivement parallele et perpendiculaire a FF').

Quadripole électrostatique : soit un ensemble de trois charges alignées : -2 qen O, + q en
A(+ a,0) et + g en B(- a,0). Calculer le potentiel puis le champ en un point M de I'espace situé
a la distance r de O, en supposant r >> a.

Anneau chargé équivalent a un dipéle : soit un anneau fin (A) de centre O et de rayon R,
divisé en deux parties égales chargées uniformément + A et - A. En utilisant la notion de

dipole électrostatique, déterminer le potentiel V puis le champ E en un point M trés éloigné
de O (r = OM >>R).

Superposition d’un champ uniforme et d’un dipdle : soit un champ uniforme E, créant en
un point O un potentiel V. En O, on place un dipdle de moment dipolaire p parallele a E, et

de méme sens. Calculer le potentiel créé en un point M situé a grande distance de O. En
déduire qu'il existe une équipotentielle sphérique dont on déterminera le rayon. Calculer le
champ en M.

Charges volumiques positives entre deux plans : des charges positives sont contenues entre
deux plans x =+ a et X = - a, avec une densité volumique p uniforme. Calculer le champ et le
potentiel en tout point de I'espace On admet que le plan x = 0 est au potentiel V.

Charges volumiques positives et négatives entre deux plans : on considere la distribution
volumique de charges suivantes :

+p pour O0<x<+a ; -p pour -a<x<0

Calculer le champ et le potentiel en tout point de I'espace en fonction de x. Le potentiel est nul
pour x = 0.

Champ constant a Dintérieur d’une sphere chargée: on considére une répartition
volumique de charges électriques a symétrie sphérique, contenue a l'intérieur d'une sphére >,
(O,R). Soit M un point intérieur a la sphere (r=OM < R). Déterminer cette répartition
caractérisée par la densité volumique de charges p(r) pour que le champ ait un module

constant a l'intérieur de la sphére (E(M)= E,ii, , Ol E, est une constante). Calculer la charge

totale Q de la sphere et caractériser le champ a l'extérieur de la sphere.
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Potentiel de Yukawa : on considere une distribution de charge ayant la symétrie sphérique
autour d'un point fixe O. Le potentiel est donné a une distance r par 'expression (Potentiel de
Yukawa) :

1 ..

Viry=—21 —exp(— L) (q et a sont des constantes positives)
4rey r a

a) Calculer le champ E a une distance r de O ; examiner les cas particuliers r<<aetr>>a ;

quelle est la signification de a ?

b) Calculer le flux ®(r) sortant d'une sphere de rayon r et en déduire que la distribution de
charges est équivalente a une charge ponctuelle placée en O et a une répartition volumique de
charges caractérisée par p(r), que 1'on déterminera.

Principe de superposition : on considere un plan infini percé d'un trou circulaire de rayon R,
et chargé uniformément en surface 6. A 1'aide du principe de superposition, calculer le champ
électrostatique en un point situé sur I'axe du trou.

Ecrantage du champ électrostatique dans un électrolyte :

Le demi-espace métallique z < O est porté au potentiel uniforme V, > 0. Le demi-espace z > 0
est rempli d'un électrolyte constitué de cations K et d'anions A". Le probléme étant invariant
par translation selon u, et u,, le potentiel V(z) ne dépend que de z. A T'équilibre
thermodynamique a la température T, les densités volumiques d'ions dans 1'électrolyte sont
données par des facteurs de Boltzmann :

eV(z)

n.(z) = ng exp (—mj et n (z) = ng exp (

eV(z )j .

kpT

1) Citer un autre contexte ou on voit apparaitre un facteur de Boltzmann . Préciser la
signification physique de cette loi.

2) Exprimer la densité volumique de charges p(z) en fonction de e, V(z), ng, kg et T. En
déduire que le potentiel V(z) est - sous réserve que e|V(z] « kgT - solution d'une équation de

la forme :

d’V. Vv
— =0
dz D
ou D est une constante qu'on explicitera en fonction de €, kg, T, ng et e.

3) Déterminer V(z) en fonction de Vy, z et D sachant que V(o) = 0. En déduire l'expression
du champ électrostatique E dans I'électrolyte en fonction de Vy, z et D. Pourquoi parle-t-on
d'écrantage du champ E ?

Modele de cristal : on consideére un ensemble de charges + q et - q placées alternativement
aux sommets d'un cube de sommet a. Calculer I'énergie électrostatique du systeme.

Energie électrostatique d’un électron : un électron est considéré comme une sphére de
rayon a dans laquelle la charge est uniformément répartie. On suppose en outre que toute

I'énergie est sous forme électrostatique. On donne e = 1,6.10  Cetm=9,1.10 " kg. Calculer
I'énergie électrostatique de 1'électron ; en déduire un ordre de grandeur de a.
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Vitesse limite d’électrons :

Trois électrons sont retenus au sommet d'un triangle équilatéral de coté a (chaque électron a
une masse m et une charge - e ), puis sont abandonnés simultanément. Déterminer la vitesse
. < -10

limite de chaque électron. AN a=2.10"" m.

Condensateur cylindrique :

On considére un condensateur cylindrique formé de deux
armatures coaxiales de hauteur / et de rayons respectifs R
et R, avec i > R». L armature interne porte la charge €lec- /,/__ _\ .
trique Q. Les potentiels des armatures sont respectivement , -
V| et V». Soit un point M situé a la distance r de I'axe tel
aue.Ry = r =K, -

1. Calculer la composante E(r) du champ E entre les ar-
matures.

2. Calculer la circulation du champ électrique entre les ar-
matures en fonction de Q, o, h, Ry et R;.

3. Exprimer la capacité C du condensateur en fonction de €¢. 4, R> et Ry.
4. Calculer C pour Ry =0, 1l cm, R =0,2cm, gy = 8, 8.107 2 ysieth = 10 cm.

5. Que devient I’expression de C si les rayons des armatures sont tres voisins ¢’est a
diresi R — R = e € R;.

6. Le champ électrique ne doit pas dépasser la valeur £ afin d’éviter le claquage du
condensateur. Calculer la valeur U,,,, de la différence de potentiel pouvant tre
appliquée entre les armatures en fonction de Eo, Ry et R. Faire I'application nu-
mérique pour Fg =3 MV - g

7. Exprimer I’énergie électrostatique stockée par le condensateur, retrouver alors 1’ex-
pression de sa capacité.

Sphere gravitationnelle creuse ou pleine : utiliser le théoréme de Gauss pour calculer le
champ gravitationnel créé par une sphere de masse M en tout point de 1'espace, dans les deux
cas suivants : sphere creuse (densité surfacique ¢ = cste) puis sphere pleine (masse volumique
p = cste).

Dipoles électrostatiques :

On conmdcr; deux dipdles permanents, dont les moments Do et ;;’“ (de normes éven-
tqellement différentes) sont portés sur un méme axe de vecteur unitaire i, sont a la
distance r I'un de I’autre. Nous nous plagons dans I’hypothése restrictive ol il n’y a

;:1\1;0 deux orientations possibles : pg et P’ peuvent étre soit paralléles soit antiparal-
cles.

— > —>

ES. . W— _E L w, P, W@,
i T : r i
Moments paralléles Moments antiparalléles

30



1. Calculer, dans chaque cas, la force qui s’exerce entre les dipdles, en fonction de
po = llpoll, oy = | 7o
On donne, pour & < 1:

5
Jretu.

(14+6)2~1-2s+3¢°

2. On rappelle que I"énergie potentielle d'un dipdle rigide de moment P, dans un
champ électrostatique E, est :

-

Ep=—-p - E

Nous supposerons que 1’agitation thermique est assez forte pour faire passer sans
cesse les dipoles de moments pg et pj d’une position & ’autre. Calculer la force
moyenne qui s’exerce entre les deux dipdles.

On utilisera la loi de répartition statistique de Boltzmann qui donne le nombre de
dipdles n(€,) d’énergie £, en fonction de la température :

n (Sp) = Ae Er/*T

ol A est une constante et k est la constante de Boltzmann. On supposera ici que
&

i4
=L,
kT

Disque portant des dipoles :

e On considére un disque (D) de rayon R et d'axe Oz ; il porte & sa surface, réguliérement
répartis, des dipdles électrostatiques de moment dipolaire p paralléle a Oz.

d -
e On note U zd—‘; la densité surfacique de moment dipolaire ( p = HpH ).

Calculer le champ électrostatique créé par la distribution en un point de I'axe du disque.
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Magnétostatique

Effet Hall: un ruban de cuivre (1,5cm de large et 1,25 mm d'épaisseur) est placé
perpendiculairement a un champ magnétique (B = 1,75 T). Le ruban est parcouru dans sa
longueur par un courant d'intensité I = 100 A. Calculer :

a) La vitesse de déplacement des électrons.
b) Le champ électrique transversal dii a 'effet Hall.

¢) La tension Hall.

3 -
Données : masse volumique du cuivre : p = 8 800 kg.m ; masse atomique : 63,6 g.mol :

Le cuivre libére un électron de conduction par atome

Cadre plongé dans un champ magnétique :

ABCD :
W M. < cadre par rappor

b en poin

¢ dans un plan berizontal perpen:
N Wodr la Hgore 1, On donme Al

Fra. 1 - Cadre

e du mouvement du cadre,

¥

¢ oscillations de petites amplitudes dont on caleulera la pério

Force de Laplace :
Une spire circulaire de rayon R et d’axe Oz est parcourue par un courant / constant.

1. Le champ en un point M n’appartenant pas a la spire s’écrit :

B(M) = B, é + By + B- -
Montrer en utilisant le théoréme d’Ampere que : By = 0.

2. Démontrer que pour tout point M au voisinage de 1’axe de révolution de la spire :
r dB,
2 dz °
3. On place a la cote z = z une spire de rayon ¢ < R parcourue par un courant i .
Calculer la force exercée par la grande spire sur la petite. Dans quels cas cette force
est-elle attractive ou répulsive ? Faire une analogie remarquable.

~

? e
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Bande de courant :

On considere une bande plane illimitée de largeur 2a, définie en coordonnées cartésiennes par
les équations z = 0 et - a < y < a. Cette bande est parcourue par un courant continue d'intensité
I, distribuée de facon uniforme sur toute section de la bande par un plan x = cste. Les lignes
de courant sont des droites paralleles a (Ox) ; I est comptée positivement dans le sens positif
de (Ox). Soit B le champ magnétique en un point M de coordonnées (0,0,h).

a) Prédire la direction et le sens de B.
b) calculer B.

c) La bande n'est plus parcourue par un courant, mais est désormais chargée avec une densité
uniforme 6. Montrer que le champ électrostatique au méme point s'écrit :

—~ o
E =——Arctan
€

Uy

RS

d) Montrer que le champ magnétique peut se mettre sous la forme :

B=ku AE

X

Exprimer k en fonction des données et interpréter le résultat obtenu.

Champ magnétique dans la zone commune :

Deux cylindres infinis (Cq) et (C) sont parcourus par des courants de densités j, = j = jii, et
js =—j . Les deux cylindres sont identiques, de rayon R et leurs axes, paralleles a (Oz), sont
distants de a < 2R.

a) Calculer le champ magnétique dans la zone commune.

b) On considere les deux cylindres précédents, possédant maintenant les densités de charges
uniformes p| =p et pp =- p. lls sont animés d'une vitesse constante v =vi, par rapport au

laboratoire. Calculer, en tout point de la zone commune, les champs E et B créés dans le
laboratoire. Donner la relation entre ces deux champs.

Cable coaxial :

On consideére un céable coaxial infini cylindrique, de rayons Rj <Rp <Rj3. Le courant
d'intensité totale I passe dans un sens dans le conducteur intérieur et revient dans l'autre sens
par le conducteur extérieur.

a) Calculer le champ magnétique en tout point.

b) Représenter B en fonction de la distance r du point considéré a 'axe du cylindre.

Effet « pincement » dans une colonne de plasma :

On peut obtenir le confinement d’une colonne de plasma en utilisant, au lieu de champs
magnétiques externes, le champ magnétique créé par un courant intense traversant le plasma.

On se propose d’étudier 1’équilibre d’une colonne de plasma de symétrie cylindrique d’axe
(Oz) et de rayon R. Le plasma est travers€ par un courant I dirigé suivant (Oz) et
uniformément réparti dans la section de la colonne. Le plasma est en équilibre
thermodynamique a la température T. On désigne par n(r) la densité totale de particules a la
distance r de I’axe et par P(r) la pression en ce point. On a P(r) = n(r)kT ol k est la constante
de Boltzmann. La colonne de plasma est placée dans le vide.
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1. Calculer le champ magnétique créé par le courant I en un point de la colonne de plasma
situé a la distance r de I’axe (r < R).

2. Calculer la force magnétique dF,, due au courant I qui s’exerce sur un élément de volume
dt de plasma défini par r et r+dr, 6 et 6 +dO, z et z + dz. Montrer que cette force tend a
s’opposer a I’expansion radiale du plasma.

3. Rappeler I’expression générale de la résultante des forces de pression dI:'p qui agit sur un

élément de volume dt d’un gaz autour d’un point ou la pression est P.

4. De la condition d’équilibre de 1’élément de volume de plasma, déduire I’expression de la
pression P(r).

5. On désigne par N le nombre total de particules par unité de longueur de la colonne de
plasma. Ecrire la relation entre N et I qui traduit la condition d’équilibre de la colonne de
plasma (condition de Bennett).

6. Application numérique : calculer le courant I nécessaire pour confiner une colonne de
plasma de 10 cm de rayon. L’énergie cinétique moyenne des particules est égale a 100 keV et

la densité moyenne de particules dans la colonne vaut 10" ¢m™. On donne o = 4m.10 7 SI
(perméabilité du vide).

Rotation uniforme d'un cylindre chargé en volume :

Soit C un cylindre de révolution d'axe (Oz), de rayon a et de longueur tres grande devant a. C,
chargé uniformément avec la densité volumique p, est mis en rotation autour de (Oz) avec la
vitesse angulaire ® (supposée indépendante du temps jusqu'a la derniere question) sans que
cette rotation affecte la répartition des charges dans C.

a) Déterminer dans tout 1'espace le champ électrique E.

b) Déterminer dans tout l'espace le champ magnétique B.

34



Equations de Maxwell

Effet de peau :

On considere un métal de conductivité ¢ pour lequel on cherche une solution des équations de
Maxwell correspondant a des champs sinusoidaux de pulsation ®. On sait que, dans un métal,

N
- -

JE
le courant de déplacement & —— est négligeable devant le courant de conduction j=0FE.

ot

De facon plus précise, on cherche pour le champ électrique une expression de la forme :

E =E,f(x) expi(kx—a)t);z, ou u, désigne le vecteur unitaire de 'axe Oz parallele a la surface
du métal et f(x) une fonction de la profondeur x a l'intérieur du métal que I'on va déterminer.
a) A partir de l'expression du champ E, déterminer le champ magnétique B. Vérifier que
divE=0 et divB=0.

b) En négligeant le courant de déplacement, déterminer une équation différentielle vérifiée par
f(x) et montrer que : f(x) = Aexp(- x / 8). Donner les expressions de d puis de k.

Pour le cuivre : (5=5,8.107 Q'm?. Calculer & pour différentes fréquences (102 Hz, 10° Hz, 10*
Hz et 10° Hz).

Etude énergétique d'un cable en régime statique :

Un cable électrique est assimilé a un cylindre de longueur L, d'axe Oz et de rayon a,
conducteur ohmique de conductivité G, parcouru par des courants indépendants du temps, de
densité volumique j=ju, uniforme dont I'intensité totale vaut I=jma’.

a) On néglige les effets de bord. Calculer en un point de la surface du conducteur le champ
électrique, le champ magnétique et le vecteur de Poynting. En déduire la puissance
électromagnétique regue par le cable a travers sa surface latérale (S) et commenter.

b) A I'extérieur du cable, on admet les expressions des champs :
. ol

E= u ; B=—"1ii
o2 2 27r 6

Vérifier la compatibilité de ces expressions avec les relations de passage a la surface du céble.
Montrer que la puissance électromagnétique traversant un cylindre d'axe (Oz), de hauteur L et
de rayon r supérieur a a est indépendante de r et commenter.

Condensateur alimenté a haute fréquence :

Un condensateur plan, constitué de deux plaques circulaires d’axe (Oz) et de rayon R,
séparées par une distance e faible devant R, est alimenté par un générateur de tension
sinusoidale de pulsation .

a) Pour ce systéme a symétrie cylindrique, on écrira le champ électrique sous la forme :
E=E(r)cosax ii,
Quelle est I’équation différentielle vérifiée par la fonction E(r) ? Déterminer la solution sous

‘. N . . . . . . re
la forme d’une série entiere développée en puissances de la variable sans dimension x=—.
C
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b) Pour @« =207 MHzet R=5cm, que peut-on dire de la fonction E(r) a Dintérieur du
condensateur ? L’ ARQS est —elle convenable ?

¢) Que vaut le champ magnétique a I’intérieur du condensateur ?

Donnée : en coordonnées cylindriques, le laplacien d’une fonction f(r,8,z) est:

2 2
LY AR B

r 2 9J. %)
ror\ or

r? 96°  97°

Bilan énergétique de la charge d'un condensateur plan :

Les armatures d’un condensateur plan, constituées de deux disques 9
conducteurs, de surface S = 7a? et de rayon a, de méme axe Oz et '
séparés d'une distance e sont reliées (Fig. 7) & un générateur de i
f.e.m. € par une résistance R. Initialement le condensateur est

déchargé. A un instant quelconque oft la tension 2 ses bornes vaut - qit) ®
Vi),

ses armatures portent respectivement les charges
q(t)=CV(t) et —q(t) ot C=gySie est la capacité du conden-
sateur. On néglige les effets de bords, de telle sorte quen coordon- git)
nées cylindriques le champ électromagnétique dans le condensateur % 0

est en premiére approximation de la forme :

E=E(t)u,; B=B(rt)u,

-
©

et le champ électrique est nul & 'extérieur du condensateur,

1. En utilisant les lois de I'électrocinétique, déterminer V(t) et montrer que le condensateur regoit au cours de
I'opération une énergie U, = (1/2) C€2.

2. Auninstant quelconque, déterminer E (¢) en utilisant le théoréme de Gauss sur la surface (X) représentée en
pointillés sur la figure 8 et B(r, t) en appliquant le théoreme d’Ampére généralisé au contour (C) représenté en
pointillés sur la figure 9 (cercle de rayon r < a et d'axe Oz).

3. En déduire la puissance électromagnétique % recue par l'intérieur du condensateur, puis I'énergie électroma-
gnétique U,,, emmagasinée par le condensateur au cours de sa charge. Comparer avec I'énergie U, déterminée
a la question 1.

4. Retrouver U, en utilisant la densité d’énergie électromagnétique u,,, dans I'état initial et dans I'état final.

- A

) - ‘ ~os S |

qlt) @ : -
Fr e e pret 10N

on bR | o CEERERE ¥
T e

ntour rectangulaire (C) représenté en pointillés sur la figure 10, montrer

i t la loi de Faraday au co s
i s v " 1. ne peuvent convenir que si g(t) = 0.

que les champs déterminés a la question

8 |
- SR e
R e 5
e 5P
qtt)
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Energie magnétique stockée dans une bobine :

Une bobine. de longueur {, de rayon a ot d’axe (Oz) .
est constituée par un enroulement de n  spires cireu-
laires jointives par unité de lengueur. On utilisera pour
Pétude qui suit Mapproximation du solénoide infini pour
décrire cette bobing et 'on se placera dans le cadre de
IARPQ.

1} Quel est, dans ces conditions, le champ magnétigue
engendré par la bobine lorsgu’elle est parcourue par le
courant [ 7?

2) Quelle est I'énergic magnétique &, associde a la
bobine 7 Quelle valeur du cocllicient d'induction L de
la bobine peut-on en déduire ?

AN T=1A1=10cma=10cm r=5000m""’
{cette valeur €levée peut étre obtenue par supcrposition
denroulements : le modéle du solénoide A une couche

d’enroulement est alors simpliste, mais les ordres de
grandeur sont tout de méme convenables).

3 La bobine est mise en charge par un générateur de
torce électromotrice ¢, de résistance interne R grande par
rapport & celle de Uenroulement. Quelle est la loi d'évo-
lution du courant dans le circuit, fermé & 'instant £ = (0 7

4} Caleuter les champs magnétique et électrigue engen-
drés par la bohine 4 Pinstant ¢ en tout point
Comparer les ordres de grandeur des densités volumi-
ques d’énergies magnétique et électrique {on pourra
prendre des valeurs numérniques raizonnables pour mener
d bien ce calcul).

5% Quelle exl Mexpression du (lux du vecleur de PoynTing
i travers la surface délimitant le volume o la bobine
crée un champ non négligeable (cylindre de rayon «
et de longueur [) 7 Interpréter ce résultat.

Mise en rotation d’une sphere chargée :

Une sphére de centre (7., de rayon R et de masse m
porte une charge @ (la charge 0 et la masse m sont
réparties uniformément ¢n volume).

La sphére peul tourner librement autour d'un axe ()
et on appelle J le moment d'inertie de cette sphére par

3 2 2
rapport a (Qz): J==mH- .
5

La sphtre est placee dans une bobine, daxe (0z)
constituée par un cnroulement de . spires circulaires
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jointives par unité de longueur (on utilisera pour ["étude
qui suil Papproximation du solénoide wnlini pour décrire
cette bobine).

1) A I'instanl 1 = 0, le courant circulant dans le solé-
noide, passe tres rapidement de O 4 la valeur fy .
Pourquoi la sphére se met-elle a tourner ?

2} Exprimer la vitesse de rotation finale de la sphére en
fonction de sa charge, de sa masse, et du champ ma-
gnétique By = tgn iy créé par le solénoide.

3} Livaluer numériguement celle vitesse de rotation en
proposant des valeurs raisonnables pour réaliser cetie
cxpérience. Commenter,

4) Quelle cst la relation liant le moment magnétique de
la sphere en rotation au champ auquel clle est soumise ?

5) Lorsque la sphere se met en rotation, elle ¢rée un
champ magnélique variable négligé jusqu'ici. Evaluer ce
champ magnélique au centre () de la sphére.

A quelle condition est-il effectivement négligeable devani
celut du solénoide ?

Emission de charges par une petite sphére radioactive :

Une bille de cuivre fixe de rayon a suffisamment faible par rapport aux autres dimensions pour que cette bille soit
confondue avec son centre O, initialement neutre, émet des électrons de maniére isotrope a partir de l'instant
£ = 0 : le nombre d’électrons émis par unité de temps est une constante ¢ et les électrons sont émis avec un vec-
teur-vitesse v = v, oit vy est une constante. On néglige les forces slectromagnétiques subies par les électrons

(approximation d’ordre le plus bas).

1. Déterminer la densité volumique de charges p(r, t) en exprimant la charge comprise entre les sphéres de
centre O et de rayons r et r + dr. En déduire que la densité de courants j(r, t) vaut :

—ae

dgr2 T

jr>uvgt, £) = 0 et j{r<ugtt)=

2. Déterminer le champ électrique E supposé isotrope et vérifier qu'il dérive d’un potentiel scalaire_\/(r, t). Mon-
trer que les équations de Maxwell sont compatibles avec un champ magnetique B nul. Dans la suite, on admet
que les champs obtenus sont I'unique solution des équations de Maxwell.

3. En déduire les grandeurs énergétiques locales u,,, IT et j - E et commenter.

Transparence ultraviolette des métaux :

On adopte le modele de conduction de Drude dans un métal : la force exercée par le réseau
sur les électrons de conduction est de la forme - (m/t) v. On travaille en notation complexe.
On note n* le nombre volumique d'électrons libres.

1) Montrer que le métal possede une conductivité complexe :
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o, n*e’r
= 5 avec o, =
1+ jor m

2- On rappelle que le métal est localement neutre. En déduire la relation de dispersion des
OPPH* :
2
K== -mojo
c
3- Comment se simplifie la relation de dispersion pour mt >> 1 ? Interpréter alors le fait que
certains métaux sont transparents dans l'ultraviolet, sachant que n* = 10%® m'3, m=9.10!

kg, e=1,6.10" Cett=10"s.

™
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Induction électromagnétique

Mouvement d'une barre sur deux rails: une tige conductrice, de résistance R et de masse
m, est mobile sans frottement sur deux rails paralleles situés dans un méme plan horizontal et
distants de a. Elle reste de plus perpendiculaire aux deux rails. Ceux-ci sont reliés a un circuit
électrique comprenant un générateur de fém E et un condensateur de capacité C. On néglige la
résistance des rails et des fils de jonction. L'ensemble est placé dans un champ magnétique
B=Bk uniforme. Le signe de E est tel que le courant circule dans le sens positif (cf figure).

by B/
s

+

a) Déterminer la vitesse v(t) de la barre, l'intensité i(t) dans le circuit et la charge q(t) du
condensateur. A t=0: v=0; q=0

b) Etablir un bilan d'énergie au bout d'un temps infini.

Chute d'une tige horizontale dans un champ magnétique : une tige (T) rectiligne de
longueur a, de masse m et de résistance R effectue un mouvement de translation le long de la
verticale descendante uy en restant parallele a une direction horizontale u, et tout en fermant
un circuit rectangulaire C situé dans le plan vertical (uy,uy) qui comporte une bobine
d'inductance L. On confond la résistance totale de C avec R et son inductance propre avec L.
C est orienté positivement par le vecteur horizontal u,. L'ensemble du dispositif est plongé
dans un champ magnétique uniforme et permanent B=Bu,. (T) est abandonnée a t=0 avec une
vitesse v=y =0, son glissement sur C s'effectue sans frottements.
AT l—> uy
L

uy

i« ) ®.

-

a) En notant i l'intensité du courant qui circule dans C a l'instant t, déduire des lois de
I'électrocinétique une équation différentielle (E) reliantiet di/dtav=1y.

b) Déduire des lois de la mécanique une équation différentielle (M) reliant dv/dt a i.

¢) En combinant convenablement (E) et (M), faire apparaitre une équation (P) dont les termes
ont les dimensions de puissances. On écrira le premier membre de (P) comme la dérivée d'une
somme d'énergies que 1'on identifiera et I'on commentera la signification physique de (P).

d) Ecrire une équation différentielle (I) relative a la seule fonction i(t).
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e) Dans le cas d'une résistance "assez grande" (préciser), décrire qualitativement 1'évolution
des fonctions i(t) et v(t). Mettre en évidence un couple de valeurs particulieres (ip,vo) dont I'on
expliquera la signification physique et que 1'on exprimera en fonction des données.

f) Dans l'hypothese inverse d'une résistance R négligeable, calculer explicitement les
fonctions i(t) et y(t). Analyser la situation obtenue d'un point de vue énergétique.

Tiges sur des rails :

Sur deux rails conducteurs paralléles 4 I’axe (Ox), dans un méme plan horizontal,
séparés d’une distance d, peuvent glisser deux barres conductrices paralléles, perpen-
diculaires aux rails. On négligera les frottements entre les barres et les rails. L’ensemble
constitue un circuit fermé de résistance totale R que I'on admettra indépendante de la
position des barres. Ce dispositif est plongé dans un champ magnétique uniforme ct
stationnaire, orthogonal au plan du circuit, At = 0, 0n lance la barre 1 , avec la vitesse
V = Vye,,labarre 2 étant immobile.

Barre 1 —%} T Barre 2
e CEe 7

1. Par une étude qualitative, monter que la barre 2 se met en mouvement. Comment
vont évoluer les vitesses des deux barres ?

2. Exprimer I’intensité du courant induit dans le circuit.
3. Exprimer V;(¢) et 172(?)

4. Montrer qu’entre t = 0 ct 7 trés grand, la puissance dissipée par effet Joule corres-
pond a la variation d’énergie cinétique. Conclure.

Pendule pesant conducteur dans un champ magnétique :

Une barre conductrice peut tourner sans frottement autour d'un axe horizontal
Oz tout en étant en contact par son autre extrémité avec un fil conducteur cir-
culaire. Le circuit est fermé par un fil. La barre, de masse m, et de longueur [,
est lachée a l'instant ¢ = 0, I'angle 6(0) étant petit, dans le champ magnétique
B = Bou. . La résistance de la barre est R, les résistances des autres éléments
du circuit sont négligeables.

N

2 # ().

—
B®
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Déterminer le mouvement de la barre et effectuer le bilan énergétique entre les
instants ¢ et ¢ 4 d¢.
On supposera que le champ magnétique est assez faible pour que le mouve-
ment soit pseudopériodique.

mil? mil?

et Jo. =
3 Ga="" 15

Ondonne: Jo. = (G estle centre d'inertie de la barre).

Principe du Bétatron : on considére une particule dont la masse est m et la charge électrique
g. Cette particule est déposée sur un plateau horizontal circulaire, de diametre D=0,2 m,
induit d’un vernis isolant. La particule étant au repos et située a la distance R=D/4 du

centre O du plateau, on applique au dispositif un champ magnétique B supposé spatialement
uniforme et normal au plan du plateau.

1) Montrer, a partir d’une des équations de Maxwell, que le passage d’'un champ magnétique
nul (B=0) a un champ vertical d’intensité B, crée pendant un temps treés bref un champ

électrique E que 1’on supposera orthoradial. Exprimer E en fonction de R et de dB/dt.

2) Quelle est la vitesse «initiale » ainsi communiquée a la particule supposée quasi-
ponctuelle, tout frottement étant négligé. Déterminer le rayon R’ de la trajectoire. Quelle est la
période T du mouvement ?

3) Application numérique : m=410"kg ; q=2¢; B=2510"T. Calculer la période T. Le
mouvement peut-il étre détecté ?

Puissance Joule associée a des courants de Foucault :

On place un cylindre de rayon a, de longueur L, d'axe (Oz) et de conductivité y dans un
champ magnétique uniforme : B=B, cos(wt) €.

1- Quel dispositif permet d'obtenir un tel champ ?
2- Justifier qu'il va apparaitre dans le milieu un champ électrique.
3- En admettant que ce dernier est orthoradial, I'exprimer en fonction de By, r et ® pour r < a.

4. Exprimer la puissance moyenne dissipée par effet Joule dans le matériau.

‘r V '!’s,
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Ondes EM dans le vide

Effet Doppler :

Une onde plane progressive monochromatique de fréquence v est émise par un objet
s’éloignant a la vitesse v << c (c est la célérit¢ de ’onde) d’un observateur immobile (la
direction observateur — source est prise colinéaire a la vitesse de la source).

a) Quelle est la forme de I’onde émise ? Par un changement de référentiel pour les
coordonnées, trouver la période T” de 1’onde percue par I’observateur.

b) Retrouver le résultat en supposant que la source émet un bip tous les T, en évaluant
I’intervalle T entre deux réceptions successives de bips par 1’observateur. Quelles sont des
applications de ce phénomene ?

Laser, pression de radiation :

Un laser en continu émet en permanence P=100W dans un faisceau lumineux
monochromatique (de longueur d’onde A = 632,6 nm), de section s = 0,25 cm?>.

a) Trouver les valeurs numériques des amplitude des champs électrique et magnétique associé
aux ondes planes.

b) Déterminer le nombre de photons par unité de volume dans le faisceau.
c¢) En déduire la pression de radiation, en pascals, sur un miroir parfait.

(On donne h = 6,62.10 ** Is).

Onde plane progressive harmonique polarisée circulairement :

Une onde EM plane progressive harmonique est polarisée circulairement. Elle se propage
dans le vide suivant I’axe (Oz) dans le sens des z croissants.

a) Expliciter les champs électrique et magnétique.
b) Calculer le vecteur de Poynting.

¢) On superpose deux ondes identiques a celle étudiée précédemment, I’une étant circulaire
gauche et I’autre circulaire droite. Etudier I’onde résultante dans 1’hypothese de composantes
en phase suivant (Oy).

Propagation dans un milieu chiral :
a) Rappeler I’équation de propagation du champ électrique dans le vide

b) On suppose que dans un milieu transparent, le champ EM se propage exactement de la
méme maniere que dans le vide, a la condition de remplacer ¢ par ¢/ n, ou n est I'indice du
milieu. Quelle est alors I’équation de propagation du champ électrique ? Quelle est la relation
entre k et ® pour une onde plane progressive harmonique ?

¢) Un milieu chiral est un milieu transparent dans lequel les ondes circulaires droites et
gauches ne se propagent pas a la méme vitesse. Pour les ondes circulaires gauches
(resp.droites), I'indice est ng (resp.ng). on envoie dans un tel milieu une onde initialement

polarisée rectiligne selon u, et se propageant dans la direction #,. On supposera qu’a

I’interface vide-milieu chiral, la pulsation de 1’onde ne varie pas. Quelle est I’expression de
I’onde dans le milieu chiral ?
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d) Quelle est, apres la traversée d’une cuve de longueur e, la polarisation de 1’onde ?
Caractériser le changement observé.

‘r V '!’s,
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Ondes EM dans les métaux

Ondes a la surface d’un métal :

Une onde progressive électromagnétique se propage parallelement a un plan conducteur
parfait. La surface plane du conducteur est le plan (Oxz). Le métal est semi-infini et
occupe la zone y < 0.

\Z

o1

Le champ électrique est de la forme :
E = f(y) cos(ax — kx) ii.

a) Caractériser la forme générale acceptable du champ EM correspondant a des solutions de
ce type.

b) Quels sont les charges et les courants portés par le conducteur parfait ?

c¢) Définir et calculer la vitesse de propagation de I’énergie.

Réflexion d'une onde sur un métal ''parfait'', pression de radiation :
Une OPPM, a polarisation rectiligne, se propage dans le vide dans la direction (Ox), dans
le sens des x croissants :

E, =Ee’ " ™™e, (on supposera Ey réel positif)

En x =0, elle arrive sur la surface plane d'un miroir métallique parfaitement conducteur, dans
lequel les champs E et B sont nuls, et donne naissance a une onde réfléchie se propageant
dans le sens des x décroissants :

Onde incidente

\ 4

z(® X

(—
Onde réfléchie

a) En écrivant les conditions aux limites que doivent vérifier les champs E et B en x =0,
déterminer :

* L'amplitude Eo du champ réfléchi en fonction de Ey.

* La charge surfacique ¢ et le courant surfacique js qui peuvent se trouver sur la surface
métallique en x = 0.
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b) Déterminer le champ électromagnétique résultant de 1'onde incidente et de 1'onde réfléchie
dans le demi-espace x <(. Caractériser bricvement l'onde résultante. Calculer la valeur
moyenne de son vecteur de Poynting.

c) Le champ électromagnétique exerce sur une surface dS du miroir une force dF dont
I'expression est, en notation réelle :

dF =%(O'E+ j. ABlS
* Proposer une explication de la présence du facteur 2.

* En déduire que l'onde exerce une pression P sur le miroir dont on calculera la valeur
moyenne <P> en fonction de la densité volumique moyenne d'énergie <e;> de 1'onde
incidente, puis en fonction de la densité volumique d'énergie totale <eie> au voisinage
immédiat du plan ; P est appelée pression de radiation.

* Calculer <P> pour une onde incidente fournie par un laser de puissance moyenne <W;>=3
mW, dont la section droite est s=0,4 mm?.

Réflexion sur un métal :

Une OPPM est envoyée normalement a un plan parfaitement conducteur. La polarisation de
cette onde est circulaire et le champ électrique associé peut s'écrire en notation réelle :

Eyi = Egcos(t - kiz + 7/2) ; Eyi = Egcos(ot - kiz)

Déterminer la structure de 1'onde résultante.

7) Réflexion d'une onde EM sur un métal (*) : (Centrale)

Un conducteur ohmique de conductivité yoccupe le demi-espace x > 0, le demi-espace x < 0 étant vide. Une onde
incidente de la forme -
E =Ejexp(jot-jox/c)u,

se propage dans le vide. Elle donne naissance & une onde transmise de la forme 2 :

) . 1-j) [ 2
E, =tEjexp(jot-jkx)u, avec k = 85 ) = |
s = & NHo 7@

et a une onde réfléchiede laforme: E = rEgexp(jot+jox/c)u,.

1. Déterminer les champs magnétiques correspondants.

2. On suppose l'absence de courants superficiels 3. En traduisant les relations de passage pour E et B, établir
I'expression de t en fonction de o= wd/c. Vérifier que pour o <€ 1 — ce qu'on suppose dans la suite — on a
t = a(1 +j) en limitant les calculs & I'ordre un en a.

3. En réalité le conducteur a une surface S dans le plan x = 0.
a) Calculer la moyenne temporelle du flux du vecteur de Poynting en x = 0 +. Que représente cette grandeur ?

b) Montrer que la moyenne temporelle de la puissance dissipée par effet Joule dans un élément de volume Sdx
du conducteur vaut : i
<d®?; > =yofEjexp(-2x/8)Sdx.

En déduire la moyenne temporelle de la puissance dissipée par effet Joule dans tout le conducteur. Comparer avec
le résultat de 3.a) et commenter.
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Onde se propageant entre deux plans :

Une onde électromagnétique se propage dans le vide, dans la direction de l'axe Ox, entre
deux plans z= 0 et z= a. Le champ électrique de cette onde vaut :

[mz

E=E, sin — |cos(ot—kx)u

a 3

1) Etablir la relation de dispersion. A quelle condition sur o une telle onde peut-elle
exister 7 Que vaut la vitesse de phase v, ?

2) Calculer le champ magnétique, en éliminant tout champ statique.

3) Calculer la moyenne - dans l'espace et dans le temps - de la densité volumique
d'energie electromagnetique, ainsi que la moyenne temporelle du vecteur de
Poynting, En deduire la vitesse de propagation de I'énergie, v..

4) On superpose deux ondes du type précédent, de méme amplitude, de pulsations

Aw Aw
voisines 0, =0 ——— etw, =o+—— avec Ao << o. Exprimer le champ électrique
2 ) 2

de I'onde résultante. A quelle vitesse I'enveloppe du signal se propage-t-elle ?
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Ondes dans les plasmas

Effet Faraday dans un plasma :

On étudie la propagation d’ondes électromagnétiques planes progressives harmoniques polarisées circulairement
de vecteur d'onde k = ku, dans un plasma localement neutre comportant n électrons et n ions par unité de
volume, et ol régne un champ statique uniforme By = Byu, trés supérieur au champ magnétique de I'onde. Les
ions sont suppossés fixes.

1. Montrer que le plasma passéde une conductivité complexe G .

2. En déduire les expressions des nombres d’ondes kg et k; correspondants. Exprimer k- k P I'ordre un en
nez/meyw? .

3. Leplasmaest confindentrelesplans z = 0 et z = L . Quelle est la polarisation dans le plan z = L d'une onde
engendrée par une onde incidente polarisée rectilignement selen u, dans le plan z = 0 ?

Réflexion sur un plasma :

Un plasma neutre dilué est constitué d’électrons considérés comme libres (on note n, leur densité volumique) et
d’ions positifs supposés fixes.

a) Montrer qu’on peut lui associer une conductivité complexe y quand, a I'intérieur du plasma, le seul champ
auquel sont soumis les électrons est un champ uniforme sinusoidal d’expression complexe £ = FE Oem ol E,
est I’amplitude complexe. Commenter.

b) On cherche a propager dans le plasma une onde plane progressive harmonique (OPPH) dont le vecteur champ
électrique est de la forme :

o i(o—kz)
E=Ez

On note V(z,t) la vitesse des électrons.

* On traite le probléme dans le cadre d’une étude linéaire. En déduire que la densité volumique de courant et le
champ électrique sont liés par la relation :

z =YL (en notation complexe)

n,e

* On suppose que la pulsation est différente de w, = . Montrer que I’OPPH est transverse. En donner la

g,m

relation de dispersion. Que se passe-t-il pour @ > @, puis pour @< @, ?

* On assimile le plasma a un milieu di€lectrique non chargé d’indice #(@) . Donner I’expression de 1n(@) pour
0>, puis pour @ < a,.

. . . Vide
c¢) Le plasma occupe le demi-espace z > 0. Une OPPH incidente se propage dans le vide et

. . . z
atteint le plasma sous incidence normale.

ol >

* Définir les coefficients (éventuellement complexes) r et T de réflexion et de transmission Plasma

en amplitude (pour le champ électrique). Les exprimer en fonction de n(@) .
0

* Définir et calculer les coefficients réels R et T de réflexion et de transmission en

[0)

intensité. Tracer la courbe donnant — — R (a)) Commenter.
w
P

Réflexion sur un plasma (bis) :

On suppose que le plasma precedent occupe le demi-espace z > 0 ; le demi-espace z < 0
est occupé par un gaz non ionisé d'indice égale a 1.
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Une OPPHR de champ électrique E, =E, exp{i(ko.r—mt)] u, arrive sur l'interface
z = 0 sous un angle d'incidence O et est réfléchie, sous I'angle —6, en une OPPHR de
champ électrique E', =E'(, exp[i(l«;'0 .r—(ot)] u, .

On admet que se propage dans le plasma une onde électromagnétique dont le champ
électrique est de la forme E, =E , exp[i(k‘ x+k" z—mt)] u, .

Calculer k' et k" en fonction de o, o, et 8. Calculer E'y; en fonction de ces quantités et
de E,;. Discuter les résultats obtenus suivant les valeurs de o et 6.

Correction d'ionosphere sur le temps de parcours d'un train d'onde.

Le plasma ionosphérique a une densité n en électrons et en ions positifs, fonction de 'altitude.
Depuis un satellite artificiel a la distance D de la terre, un émetteur radio émet simultanément
vers la terre deux trains d'onde étroits centrés sur les pulsations ; et ®,.

On mesure l'intervalle de temps entre les instants de réception sur terre des deux trains d'onde.
Les pulsations considérées ont une fréquence trés supérieure a la pulsation de plasma de
l'ionosphere.

En déduire le temps de parcours d'un troisieme train d'onde de pulsation centrale ® émis au
méme moment que les deux autres.
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Mécanique quantique et LASER

Longueur d’onde de quelques particules :

Les particules généralement utiisées pour étudier la matiére sont : les photons, les électrons ou les neutrons.

Les photons sont généralement émis en bombardant un matériau (par exemple du cobalt) avec des électrons. Ainsi certains électrons du
cortége électronique du cobalt sont éjectés ( J5,., (Co )= 7713el" ). Le retour & l€équilbre conduit 4 la génération de photons X d'énergies bien
précises. Les appareiz de laboratoire fonctionnent sur ce principe. De telles techniques ne permettent néanmoins de disposer que d'une ou deux
longueurs d'onde spécifiques. Des appareilages plus gros appelés synchrotron (on parle de grands instruments) permettent d'obtenir des
photons X sur une gamme continue de longueur d'onde, outil indispensable pour déterminer la structure de grosses molécules par diffraction.

Les électrons sont facles a produire par thermo-émission d'un filament de tungstene par exemple. Iis sont accélérés par une haute tension V',
et ensuite monochromatisés par des lentiles électrostatiques. Cette haute tension varie de 100V pour des appareilages de diffraction sous vide
jusqu'a 300 kV pour des microscopes électroniques.

Les neutrons sont produits par réaction nucléaire dans un réacteur. Ils s'échappent de la source avec une loi de distribution des vitesses comme
un gaz de Boltzmann. Iis sont produits a des températures élevées et sont refroidis ensuite. On dispose de neutrons de température entre 20 et
2000K. On supposera qu'ls n'interagissent pas entre eux. On donne

-27

h=66210"Jsm, =91.107 kg m, =1,675.10" kg k =1,38.10° 2 J.K ™'

1— Cas des photons -Donner '€nergie des photons émis en bombardant le cobalt

2- Cas des photons - Donner la longueur d'onde correspondante

3- Cas des électrons - Donner la vitesse des électrons pour les 2 tensions d'accélération proposées, dans le cadre classigue. Qu'en conclugz-vous
4- Cas des électrons - Donner alors la vitesse des électrons dans le cas relativiste. On posera pour simplfier les écritures oy = ¢ HT /m”(-z

5- Cas des électrons - Donner 'expression de la longueur d'onde des électrons et la calculer dans les deux cas proposés.

6— Cas des neutrons - Donner l'expression de I'nergie du gaz de neufron, puis de la vitesse des neutrons et la calculer pour les deux
températures, en se placant dans le cas dassique. Cette derniere hypothése est-elle justifiée »

7- Cas des neutrons - En déduire alors la longueur d'onde des neutrons produits

LASER a 3 niveaux :
4 - On considére un systéme a 3 niveaux comme indigué sur le dessin suivant, ou sont également indigués les flux entre niveaux possibles.
E;

OI.!

E;
On considere que le flux Q12 est obtenu par un apport d'énergie extérieur et s'écrit sous la forme (J;; = CN| o0 C est une constante.
a) Ecrire le flux Q12
b) Donner I'expression du flux total Q21
c) Ecrire I'équation cinétique et en déduire I'expression du rapport des populations entre les niveaux 1 et 2

d) Montrer qu'il est alors possible d'avoir inversion de population et donner la condition a remplir.

Puits de potentiel fini :

Nous reprenons l'exercice précédent mais cette fois pour un potentiel fini. Le potentiel est pris égal a zéro dans le puits de largeur L et égala U, a
I'extérieur. Soit une fonction d'onde y;( x4r)= ;;5( x]cxp— i Et/f décrivant un €tat stationnaire d'énergie E.

Uz)A
Us
#r(z) = E}x.—%]
g={¢n(z) : E[-% %-]
E<<Uo | | | i ¢m(z) :ze [% fI
12 L2 >

1- Trouver les solutions mathématiques générales (sans déterminer les constantes) de I'équation de Schrodinger indépendante du temps dans le
puits et a l'extérieur du puits.
2- Montrer qu'il existe des solutions physiques symétriques ou antisymétriques en amplitude qui s'écrivent sous la forme :
®,— = #r(z)= Ae® [ze ]» 0,— f; #rlz)= 4e®
[ < L] ¢ylz)=Bcoskz oubien < zec [ L Ll ¢ylz)=Bsinkz

27
3 o] pnlz)= e | -[ﬁI builz)=-Ae™
3

~
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3- Existe-t-il une possibilité de trouver la particule hors de la boite ?
4- Déterminer la condition de quantification des niveaux d'énergie.
5- On se place dans le cas ol E<<U_. Que deviennent les conditions de quantification ? Montrer alors qu'on retrouve les énergies du puits infini.

6- Pourquoi la solution antisymétrique, alors que le probléme est symétrique, doit-elle &tre envisagée ? Tracer lalure des fonctions d'onde et des
probabilités de présence dans les deux cas.

Métal et barriere de potentiel :

La facon la plus simple de modéliser un métal est de considérer que les électrons les moins ligs & chaque atome sont libres de se mouvoir dans le
matériau (les autres électrons étant plus liés au noyau restent donc sur 'atome). Pour continuer la simplification, négligeons les variations spatiales
du potentiel du réseau en considérant que le potentiel est constant dans le métal pour ces électrons libres. Enfin, considérant que les électrons ne
peuvent pas sorfir du métal, imposons une variation de potentiel a la surface du métal. On représente donc la jonction métal-vide par une
marche de potentiel supérieur a 'énergie E des électrons libres comme indiqué sur la figure. On simplfie le probléme en prenant un potentiel nul
dans la boite.

U A

Us

X
-
>

1- Résoudre I'équation de Schrodinger indépendante du temps dans chague région, donner les solutions générales pour E<Uo, et déterminer les
solutions physiques du probléme (a une constante prés, lamplitude de l'onde incidente).

2- Pourquoi ne peut-on normer la fonction d'onde ici ? Que faudrait-i faire ?
3- Est-il possible de trouver I'électron en dehors du métal ?
4-0nsupposeque U, — E'~ 1 el”, a quelle distance s, de Ia barriére la probabiité de trouver '€lectron a chuté d'un facteur 100 ?

Microscopie tunnel :

On place une pointe métalique proche d'une surface conductrice afin de faire passer un courant. On simplifie le probléme en terme de potentiel
de la fagon suivante :

e
Uo
e d’énergie E
i~ il 2
>
métal vide pointe

1- Qualitativement, a quelle distance doit étre placée la pointe pour espérer voir un courant significatif ?

2- Ecrire les solutions mathématiques et donner le systéme d'équations permettant de déterminer les solutions physiques du probléme (on ne
cherchera pas 4 le résoudre). On considérera qu'il n'y a pas d'onde provenant de z infini positif.

3- Montrer que la résolution de ce systéme d'équations permet d'obtenir 'amplitude de l'onde transmise /£ exp ikz par rapport a londe incidente
A exp ikz comme :

E dige S 9S q
== = = avec a=-— et a=e¢
A (a+i)‘a'—(.r‘—a)‘ k

4- Déterminer le coefficient de transmission comme :

1
T =
kz+g2 )
1+ | =" | sh~gs
2kg |
5- En déduire lexpression classique du transport tunnel : T o« exp— 2¢gs
A Z
pointe
D balayage

Sp
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6- On suppose que la pointe « survole » une surface a une distance constante. Sur cette surface se trouvent des marches dues a des plans
atomigues non complets, comme le montre la figure c-aprés. Sachant que la hauteur d'une marche est de l'ordre de 0,1 nm, calculer de combien
varie le courant lorsque la pointe passe au dessus de la marche pour U -F=Iel/ Que dire alors de la sensibiité verticale d'un microscope a effet
tunnel ?

7- On maintient le substrat a la masse, et on met un potentiel posit§ V sur la pointe. Comment la courbe de potentiel est-elle modifiée ? Peut-on
résoudre notre probléme aussi "simplement"” que précédemment ?

Conformations de la molécule d’ammoniac :

La molécule d’ammoniac ¥ NH, se présente sous la forme d'une pyramide symétrique, 'atome d'azote étant &
son sommet. Les trois atomes d'hydrogéne définissent le plan de référence. La position de Vatome d'azote est
repérée par Pabscisse x telle que [z soit la distance de U'atome aun plan de référence Oyz (figure 8.

y Via)

HA

7
Vo

o

-
—b b

|

Vy=025eV
b= 38,7 pm

H

Figure 8 Géométrie et énergie potentielle de la molécule d’ammeoniac
IIT.A.1) Interpréter la forme, la symétrie et les points particuliers de la courbe d’énergie potentielle V'(z).

La molécule d’ammoniac peut se trouver dans deux états de conformation, selon que I’atome se trouve du coté
z > 0 (conformation D, figure 9) ou du coté z < 0 (conformation G). Les deux états sont séparés par une
barriere de potentiel V, = 0,25eV. On appelle inversion le passage d'une conformation a l'autre, lorsque I'atome
d’azote traverse la barriere d’énergie due aux trois atomes d’hydrogene.

H

Conformation D Conformation G

Figure 9 Inversion de la molécule d’ammoniac

ITT.A.2) L'énergie kgT est-elle suffisante pour que la molécule puisse s'inverser si la température est celle du
point triple de l'eau Tpp 7

A partir de quelle température cette inversion peut-elle s’effectuer ? Commenter.
II1.B — Inversion quantigue de la molécule d’ammoniac

On se propose de montrer que Uinversion de la molécule d’ammoniac est possible du point de vue quantique,
indépendamment de la température. La fonction d'onde déerivant le mouvement relatif de 'atome d’azote et
des trois atomes d’hydrogéne est notée i{x, 1) ; elle vérifie I'éguation de Schrédinger

oy
ot

2 0%

ih—"(z,t) = —%W(m,t) + V(z)y(z,t)

ol m est la masse réduite du systéme composé de I'atome d’azote et des trois atomes d’hydrogéne (on prendra
m = 2,5 my).

ITI.B.1) On s’intéresse aux états stationnaires d’énergie E et on pose ¢(xz,t) = @(z)exp(—iEt/h).

Montrer que @(z) vérifie 'équation III.1

2 —
37#29 I Mw(m) -0 (IIL.1)
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On considére dans un premier temps un moddle de potentiel V) {z) & double puits infini syméirigue rectangulaire
{figare 10).

V(@)
4 g
) 4oo 8l el < oy
puits A4 puits B Vi=< 0 8oy ol K 2y + 4
+00 sizg+E< |2
5 >
&g ¢ g

Figure 10 Profil en double pults infind symétrique rectangulaive
Les fonctions d'onde localisbes dans le puits A sont notées ¢ 4 {x, 1), celles localisdes dans le puits B, og(x,1).
Les fonctions @{) associbes sont notdes respectivement v () et wyulzh
L2
a) Que veut dive gu’une fonction d'onde est localisée sur un domaine 7
b Pourguol doit-on considérer les fonctions donde identiguement walles pour 2] < oy ot o) > 2y + 87
Quelles sont les conditions sux limites de w4 {2} ot wpie) ?
¢} Donner, sous forme intégrale, sans les ealouler, los conditions de normalisation pour ¢ 4 () et pplx).
HLe.s)
2} Résoudre Péguation IIL1 pour le potentiel Vi {z) dans Vintervalle {—zg — £, —2,] correspondant au puits A
On donnera les solutions normalisées @ 4 ,{x) indices par un entier » € N et les énergies E;f associdos,
&) Quelles sont, sans calouls, les solutions pp{x) ot les énergles Eff ?
¢} Soit une moléenle d’ammoniac dans un état déerit par ¥, . (x, £} d'énergie J:}‘;f & un instant ¢ donné.
Quelle est la probabilité de tronver Patome dazote dans Vintervalle oy, 24 + 4] & Vinstant £ > ¢ 7 Conclure.

On muodélise cette fols lo profil dénergie potentielle par un double puits infind rectangulaive 2 saut o, V(o)
{Bgure 113,

Vy(z)
V.
¢ - £
.
(]
V=40
- ®
~zg U Ty

Figure 11 Profil en double puits & saut fini
On donne Vj, = 0,25 eV, &y = 10 pm. On coneidére 0 g E V.

H1.B.4) Justifier que dans le domaine x, € o < 24 + £, la solution de Péquation I1.1 s’écrit

V2mE

wplz) = B sin(kiz — zy — £)) avec k = 5

-

olt B une constante que U'on ne cherchera pas 4 exprimer. En déduire une forme de solution ¢ 4{z) dans le
domaine —x, — £ < 2 £ —x,.

IIL.B.5) Dans le domaine —xy < & < 2y, les solutions de équation IIL1 g’écrivent
wele) = € cosh{Kux) + €, sinh{Kz)

olt O, 5 et K sont des constantes.

o) Exprimer K en fonction de E, 1, m et A
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b} Quelles conditions doivent 8tre vérifiées par la fonction d’onde u(r ) en tout point ol le potentiel est borné 7

En déduire deux relations entre @ {(z ), ‘YB(TU) z7) t (:ro}

5

A partir de ces relations qui relient K A k. il est poss,lble de det.ermmer Pénergie F de I'état stationnaire o(z),
selon qu'il est symétrique {ou pair en z, ce qui conduit a Cy = 0} ou antisymétrique {ou impair en z, done
C, =0}

I11.B.6) La premiére solution symétrique ¢ S‘{m {z) d’énergie E‘s YU ot 1a premidre solution antisymétrique, im-
paire en z, 8““{ z) d’énergie Em“ sont repre&entees figure 12. Dana le cas ol les énergies de ces deux états sont
trés petites devant Vi leur dlﬁeren(:e est

an233 xp (—224+/2mV, /h)

med v 2mV,

OE — Eimti . Ei)’m —

_ani
Pri(e)

0 To o+ L

anti

Figure 12 Solutions 7™ et ¥

A Tinstant £ = 0, la molécule d'ammoniac est dans une conformation G {figure 13}, déerite par la fonction
d’'onde

™y is
#{x,0) = pulz) = -l.-.- {2} + "“‘“mé;
V32
veiz)
i H
H 1
H 1
4 [l
..... S : i
¥
H : ;
: : :
: : i
} H !
T !
=y € iy 0 =z g+ L —y — £ Ty

Figure 13 Fonctions g et op

a) Ecrire Vexpression de la fonetion d’onde #{z,t) de la molécule d'ammoniac & un instant ¢ quelconque, en
fonction de @™, ¢34, des énergies E2™ et EYY™ et de h.

b) Pourquoi deux fonctions d’onde ¢, et ¢, telles que ¥, = ¥, exp(ier), ol explin} est un nombre complexe de
module 1, décrivent-elles le méme état phvsique 7

¢} En déduire que la fonction d’onde {z, ¢} décrit une évolution périodique de I'état de la molécule d’ammo-
niac, dont on exprimera la période 7 en fonction de 6E et de h. Calculer la fréquence f correspondante si
&F = 0,85 x 107" eV, Dans quel domaine spectral se situe une onde électromagnétique de fréquence f 7

Clest sur cette transition que fonctionna le premier maser construit par C. Townes, J. Gordon et H. Ziegler
en 1054,

d} Décrire I'état de la molécule d’ammoniac & Uinstant ¢ = 7/2. En quoi ce changement d’état entre les instants
t= 0 et t = 7/2 permet-il d’illustrer effet tunnel 7

e} Quelle est U'influence de la barrigre de potentiel Vj et de la largeur @, sur la fréquence d'oscillation f 7 Pour
Varsine, de formule AsH,, de méme structure que NH,, la hauteur de la barriére de potentiel est multipliée par
six et sa largeur par cing. Calculer la fréquence f* d'inversion de Parsine ainsi que la période 77. Commenter.

Stabilité de I’atome d’hydrogene :

L’atome d’hydrogene est constitué d’un proton immobile en O et d’un électron de masse m et
de charge — e, placé au point M. L’électron gravite autour du proton, sur une trajectoire
circulaire uniforme de rayon r = OM.
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1) Par analogie avec I’optique et en utilisant la notion d’interférences constructives, monter
qu’il existe une condition de quantification entre la longueur d’onde A de De Broglie de
I’électron et le rayon r donnée par :

27xr =nA

En déduire que le moment cinétique de 1’électron par rapport au proton est quantifié et qu’il
peut s’écrire :

L,=nh (n entier naturel)

2) Une « action » (écrite A) est une quantité physique d’un systeme qui a, pour unité, celle de
la constante de Planck réduite 7. Par exemple, dans le cas de ’atome d’hydrogene, le
moment cinétique correspond a une action.

Une montre constitue t’elle un systéme classique ou quantique ?

3) On se place en mécanique classique. On note v la vitesse de 1’électron ; déterminer une
relation entre v et le rayon r.

4) L’électron possede une accélération a : il va émettre un rayonnement électromagnétique.
La formule de Larmor donne la puissance P émise par 1’électron :
2 ¢ )

3 d7e,

ou c est la vitesse de la lumiere dans le vide.
L’¢électron est supposé étre dans son état fondamental n = 1.
® Quel est I’ordre de grandeur de 1’énergie perdue par 1’électron lors d’une révolution ?

¢ On note r(t) le rayon de la trajectoire de 1’électron au cours du temps. Montrer que ce
rayon vérifie I’équation différentielle suivante, moyennant une approximation que 1’on

précisera :
iy 4 1 (&Y 1
dt 3m’c’ \ dme, ) r(t)

Pouvez - vous estimer le temps nécessaire a I’électron pour tomber sur le proton ?

Etoile a neutrons :

Une étoile a neutrons se forme a la suite de 1’explosion d’une supernova (forme ultime de
I’évolution d’une étoile tres massive). Elle est caractérisée par un faible diametre (de 1’ordre
de la dizaine de kilometres) et une masse comparable a celle du Soleil. Il en résulte qu’elle
forme un astre assez dense.

On considére une étoile 4 neutrons de masse M =2.10% kg , exclusivement constituée de

neutrons de masse m=1,67.10" kg . On suppose que la densité de neutrons est uniforme 2

I’intérieur de 1’étoile, qui est assimilée a une boule de rayon R. Les neutrons forment un gaz
de particules quantiques sans interaction.

1) Calculer le nombre N de neutrons dans 1’étoile.

2) On admet que I’énergie cinétique de chaque neutron peut étre évaluée en supposant qu’il
est confiné dans un volume V /N, ou V est le volume de I’étoile.

a) Exprimer I’échelle de longueur caractéristique r du confinement d’un neutron en fonction
de Vet de N. Faire I’application numérique.
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b) Retrouver I’expression de I’énergie de confinement d’une particule quantique dans un puits
de potentiel infini. On pourra proposer deux méthodes de résolution.

En déduire que 1’énergie cinétique totale des neutrons s’écrit, a une constante multiplicative
pres, sous la forme :

h2N5/3
E = >
mR
3) Du fait de ’attraction gravitationnelle que les neutrons exercent entre eux, 1’étoile possede

une énergie de cohésion gravitationnelle E,, qui s’exprime simplement en fonction de la
constante de gravitation universelle G, de sa masse M et de son rayon R.

Déterminer, par analyse dimensionnelle, une expression de E, (a une constante multiplicative
pres).
4) Représenter 1’allure de I’énergie totale de I'étoile E=FE_+E, . L’équilibre de I’étoile est

atteint lorsque cette énergie est minimale. Montrer qu’il existe un rayon d’équilibre pour
I’étoile et en déduire sa masse volumique.

5) Comparer cette masse volumique a celle d’un noyau atomique.

Laser :

On réalise un laser a ’aide d’un systeme atomique présentant 4 niveaux d’énergie tels que
E, < E, < E, < E,. On souhaite obtenir I’effet laser entre les niveaux (1) et (2).

On note Ny(t), Ni(t), No(t) et N5(t) les nombres d’atomes dans les différents niveaux a la date
t.

. On néglige les émissions spontanées entre le niveau (3) et le niveau (0) et entre le
niveau (3) et le niveau (1).

. On note uy(T,v) la densité d’énergie électromagnétique par unité de fréquence,
correspondant a la fréquence de 1I’effet laser.

. On réalise un pompage optique du niveau (0) au niveau (3). On désigne par C le taux
de pompage : le nombre d’atomes de I’état (0) pompés pendant dt vers le niveau (3) est
CN,(t)dt.

1) Définir les coefficients d’Einstein A,; et B associés aux niveaux (1) et (2).

Energie

Pumpage Ez _
I vy

Excitation optigue Transition laser

E, I

4

I
Fondamental

2) Etablir le systeme d’équations différentielles auquel satisfont les nombres d’atomes Ny(t),
Ni(t), No(t)et N3(t) en fonction des coefficients d’Einstein Ajg, Aso, Az1, Az, B, de uy(T,v) et
du taux de pompe C.
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3) On suppose que Ny est constant.
a) Quelle équation relie alors Nj(t) et Na(t) ?

b) Trouver la loi d’évolution de N3(t) sachant que N3(0) = 0. En déduire sa valeur limite qu’on
supposera atteinte dans la suite. A quel instant peut — on considérer que cette valeur est
atteinte ?

4) On se place dans la suite en régime indépendant
du temps. Pouvez — vous justifier cette hypothese ? N *
Déterminer alors les expressions des populations /

N; et N, en fonction de Ny et de coefficients -

d’Einstein.

5) Quelle est la condition a vérifier pour que \ /
I’inversion de populations puisse se produire ? M' M
6) Un laser en anneau (voir figure suivante) est composé de 4 miroirs identiques de

coefficient de réflexion en énergie égal a 0,99. Quelle est la valeur minimale du gain du
milieu amplificateur pour obtenir I’effet laser ?

~  Pompage

7) La longueur totale de ’anneau est L = 60 cm. Le laser fonctionne en multi-modes (on en
observe 3) et sa longueur d’onde moyenne est A, =1060nm. Calculer la longueur de

cohérence de ce laser.

‘r V '!’s,
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Optique géométrique

Etude d’une fibre a saut d’indice :

Une fibre optique est un guide de lumicere qui permet un guidage de I'information par
I’intermédiaire de la lumiere qui peut s’y propager. Elle est constituée d’un coeur (en matériau
transparent comme le verre ou le quartz) entouré d’une gaine d’indice optique plus faible afin
que tout rayon lumineux rentrant a I’intérieur du cceur y reste piégé (phénomene de réflexion
totale).

Le signal a transmettre par I’intermédiaire de la fibre est souvent un signal électrique ; celui-ci
est alors transformé en signal lumineux par 1'intermédiaire, par exemple, d’une diode
électroluminescente et d’un dispositif modulateur. Ce signal est alors transmis au récepteur
situé au bout de la fibre optique, dont la longueur peut €tre tres grande (plusieurs milliers de
km lors de la transmission d’informations d’un continent a un autre !) ou il doit étre
transformé en courant électrique, par 1’intermédiaire par exemple d’une photodiode ou d’un
phototransistor, puis amplifié et traité.

y

a/2

o

-a/2

Cet exercice propose 1’étude d’une fibre optique appelée fibre optique a saut d’indice,
constituée d’un fil cylindrique transparent d’indice n entouré d’une gaine transparente
d’indice de réfraction n; plus faible. On donne n=1,500, n; =1,490 et a=50 um (voir
figure).

On considere un rayon lumineux qui se réfléchit alternativement sur les deux dioptres en
restant dans le plan (Oxy) ; on note 6 I’angle (Ox,0A).

a) Montrer qu’il n’y a absence de rayon réfracté dans le milieu d’indice n; que si 8 <86,.
Exprimer 0, en fonction de n et de n;. Calculer 0;.

b) Le rayon lumineux est émis en O a I’instant t = 0. Il se propage dans la fibre optique selon
le trajet représenté sur la figure et est percu par un détecteur placé a 1’abscisse x a I’instant 7.
Exprimer T en fonction de 0, n, x et ¢ (vitesse de la lumiere dans le vide, égale a
c=3.10"ms™).

c) L’angle 6 peut prendre toutes les valeurs comprises entre 0 et 0; ; par conséquent, T est
compris entre deux valeurs Ty et Tp + AT. Exprimer At en fonction de c, 6;, n et x.

Zone d’ombre et fibre optique :

1) Une source S(x=0, y=0, z=b) émet des rayons lumineux dans les directions
U, =sinB U, +cosBy U, avec 0 <By <.

Ces rayons se propagent dans un milieu inhomogene ot 1'indice lumineux vaut :
zZ
n(z)=n,4/1+— avec a>0
a

a) En découpant le milieu en tranches d'épaisseur dz comprises entre z—dz/2etz+dz/2 et
quasi-homogenes d'indice n(z), montrer que les rayons lumineux restent dans le plan Sxz. 6
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désignant l'angle du rayon lumineux avec Oz, montrer que n(z).sin 6(z) est constant le long
d'un rayon lumineux et évaluer la constante en fonction de ny, a, b et 6.

b) En déduire que 1'équation du rayon lumineux issu de S(x =0, y =0, z=b) dans le plan

xOz est solution de :
(dz) g z+a
1 2 — —
sin” 0, [H_\dx ~bra (E)

2
X

2= 4(a+b)sin’ 9,

¢) En déduire que : +xcotan0,+b

(Aussi bizarre que cela puisse paraitre, il est conseillé de dériver 1'équation (E) et d'intégrer
ensuite deux fois).

d) Soit M(x, z) un point donné de 1'espace. Montrer que les valeurs possibles de u = cotan6,
pour les rayons lumineux passant par M sont données par une équation du second degré en u.

En déduire qu'il existe une zone d'ombre, lieu des points M de l'espace ne pouvant pas étre
atteints par les rayons lumineux issus de S.

2) Pour modéliser une fibre optique, on suppose désormais qu'une source S (x =0, y=0,
z = 0) émet des rayons lumineux de maniere isotrope dans un milieu inhomogene ou l'indice

vaut :
Z d
n(|z| Sd): ny4/1- ) et n(|z| Zd): n, 1—;

a) En exploitant les calculs faits dans la partie 1, montrer que les rayons lumineux sont guidés
par le domaine |Z| <d si |cosGO| est inférieur a une valeur critique qu'on exprimera en
fonction de a et d.

b) Peut-on former une image de la source S a travers la fibre optique si on se limite aux
rayons paraxiaux, pour lesquels 6y = 7/2 ?

Rayon d'une tache lumineuse :

Une source ponctuelle (S) est placée sur I'axe d'une lentille convergente de distance focale
image f'. Le rayon de la lentille est R. Calculer, en fonction de f', R et o= FS, le rayon de la
tache lumineuse qui se forme sur un écran confondu avec le plan focal image.

Foyers d'un doublet :

Un doublet est formé d'une lentille convergente de distance focale 15 cm et d'une lentille
convergente de distance focale 10 cm, les centres optiques des deux lentilles étant distants de
5 cm. Déterminer les positions des foyers du doublé.

Lunette de Galilée :

Une lunette de Galilée comprend un objectif constitué par une lentille convergente de distance
focale £} = 25 cm, un oculaire constitué par une lentille divergente de distance focale f’, = -
5 cm. Ces deux lentilles sont placées a 20 cm 1’'une de I’autre, leurs axes optiques coincidant.

a) Faire un schéma du dispositif et tracer la marche d’un rayon lumineux, passant par le centre
optique O et faisant un angle 0 avec I’axe optique.
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b) Quel angle 0’ fait le rayon émergeant de la lunette avec I’axe optique ?
En déduire le grossissement G = 0’/ 6 de la lunette.

¢) Un observateur, 2 vue normale, peut distinguer deux objets séparés d’un angle de 3.10rad.
Il observe, a 6 km (distance suffisante pour considérer que I’objet est a I’infini) les phares
d’une voiture séparés de 1,20m.

Peut-il distinguer les deux phares a I’ceil nu ? Avec la lunette précédente, sous quel angle 6’
apercoit-il les phares ? Peut-il les distinguer ?

Objectif de photocopieur :

Les procédés actuels de reprographie nécessitent la formation de 1’image du document sur une
surface photosensible par I’intermédiaire d’un objectif de reproduction. On désire reproduire
un document de format A4 soit en A4 (méme format), en A3 (format double en surface) ou en
AS (format moitié en surface). On réalise ces différents tirages a 1’aide d’un objectif en
modifiant la position respective des lentilles a I’intérieur du systeme.

La distance entre le document et le récepteur photosensible est de 384 mm et I’on positionne
une premicre lentille mince divergente (L) de distance focale image f',=-90mma 180 mm
du récepteur (figure (1)).

180 mm 180 mm 180 mm
—
Document Document
A Oy A’ A o (o]} A’
Récepteur Récepteur
) wl )
384 mm 384 mm
Figure (1) Figure (2)

a) La lentille (L) peut-elle donner une image du document sur le récepteur ?

b) On ajoute alors une lentille mince (L’) devant la lentille (L;) a 180 mm du document
(figure (2)). Calculer la distance focale image f” de cette lentille pour obtenir une image réelle
du document sur le récepteur.

En déduire le grandissement 7y, de 1’association des deux lentilles et indiquer quel type de
tirage permettra cet objectif : transformation de A4 en A3 ou de A4 en AS.

¢) En fait la lentille (L") est constituée de deux lentilles accolées (L’;) et (L3), (L’,) étant
identique a (L;). Calculer la distance focale image {3 de la lentille (L3). Quelle est la nature de
cette lentille mince ?

d) On glisse alors la lentille (L3) afin de 1’accoler a (L;). Montrer que I’image du document
reste sur le récepteur et calculer le grandissement correspondant 7y, correspondant a
I’association de ces trois lentilles ; en déduire le type de tirage obtenu.

Lunette astronomique :

La lunette astronomique est constituée d’un objectif que 1’on assimilera a une lentille mince
convergente de distance focale f et d’un oculaire que 1’on assimilera a une lentille
convergente de distance focale f * avec f’ << f, de méme axe optique que 1’objectif.
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1) L’objectif forme dans son plan focal des images réelles tres réduites d’objets immenses
situés a de tres grandes distances. Par exemple la Lune est vue sous un diametre angulaire
moyen o = 31,5’ et la distance moyenne Terre-Lune a pour valeur Dy = 382.10° km.

Calculer le diametre d de I’image réelle de la Lune dans le plan focal d’un objectif de distance
focale f = 1,78 m.

Calculer le grandissement 7y de 1’ objet.

2) La distance entre le centre optique de 1’objectif et le centre optique de 1’oculaire est égale a
la somme des distances focales f et f . Le systeme résultant est afocal : expliquer ce que cela
signifie.

3) On appelle grossissement angulaire G le rapport des angles sous lesquels sont vus ’image
a I’infini derriere 1’oculaire et I’objet a I’infini sans optique.

Donner I’expression du grossissement angulaire G de la lunette astronomique.

Application numérique : f=1,78 m ; f = 12 mm.

4) Calculer le diametre du cercle oculaire pour un objectif de diametre 100 mm. Comparer
avec la dimension minimale de la pupille qui a un diameétre de 2 mm.

Téléobjectif d’appareil photographique :

On assimile 1'objectif d'un appareil photographique a une lentille mince convergente (L) de
centre O et de distance focale image f’. La distance d entre (L) et I'écran (E) ol se trouve la
pellicule sensible est variable, ce qui permet d'effectuer la mise au point.

On ne tiendra pas compte des effets de la diffraction et le probleme sera traité dans le cadre de
I'optique géométrique.

. Mise au point de I’objectif : on désire photographier des objets dont la distance a (L) varie
de x a l'infini. Dans quel domaine doit pouvoir varier d ? Calculer numériquement les valeurs
extrémes, dpyin et dpax, lorsque x = 60 cm et f* = 50 mm.

On se propose de photographier une tour (AB) haute de 50 m et distante de D = 2 km.

2. Encombrement de I’objectif standard : quelle serait la taille de I'image A’B’ sur la pellicule
si la mise au point était faite avec 1'objectif standard étudié a la question précédente ? Quelle
serait alors la valeur numérique de « I’encombrement » de I'objectif, c'est-a-dire la distance de
l'objectif a la pellicule ?

3. Agrandissement d’un téléobjectif : Pour agrandir I'image, on considere le systeme formé
par la lentille convergente (L;) de distance focale f',=0O,F, =50mm suivie d’une lentille

divergente (L,) dont la distance focale est f',=0,F', =—25mm, la distance entre les deux
lentilles étant O,0, = 371,2mm. On note A’’B’’ 'image de la tour (AB) par le systeme optique
des deux lentilles.

a) Déterminer la position de A’’ par rapport a O,, puis la taille A"B" de I'image A’’B’’.

Comparer cette derniere a la taille de 'image A’B’ obtenue a la question (1). Evaluer
I’encombrement du téléobjectif ainsi monté.

b) Quelle serait la distance focale f’y; d’une lentille convergente unique qui donnerait de la
tour la méme taille d’image A"B" que le téléobjectif ? Comparer son encombrement a ceux
calculés précédemment et conclure.
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Lunette de goniomeétre, goniometre et lunette de visée :
1) Caractéristiques de la lunette :

Une lunette est constituée par un objectif, un réticule et un oculaire. On admettra pour
simplifier qu’objectif et oculaire sont des lentilles minces convergentes de distances focales

image respectives f i et fé.

—_—

L
Objectif Réticule Oculaire

a) L’utilisateur observe sans effort le réticule a travers 1’oculaire ; quelle doit étre la position
du réticule par rapport a I’oculaire ? Ou I'utilisateur doit-il placer son ceil si I’on considere cet
ceil normal ?

b) Le réglage de la lunette nécessite I’observation sans fatigue de 1’image nette d’un objet
situé a grande distance. Quelle est la distance entre objectif et oculaire dans ce cas ? Comment
peut-on qualifier la lunette ainsi réalisée ?

c¢) Donner I’expression du grossissement en fonction des distances focales de 1’objectif et de
I’oculaire.

2) Utilisation dans le goniometre :

a) Quelle est la disposition relative du collimateur, du prisme et de la lunette ? On fera un
schéma succinct et on détaillera le role du collimateur.

b) Indiquer 1’observation faite lors de la décomposition de la lumiere de la lampe a vapeur de
mercure. Quel est le type de spectre obtenu ?

3) Déviation du prisme :

a) Définir, sur un schéma, ce que I’on appelle la déviation du prisme pour une lumiere
monochromatique.

b) Donner I’allure de la courbe donnant la déviation du prisme en fonction de I’angle
d’incidence sur la face d’entrée.

4) Autre utilisation de la lunette ; transformation en « frontale fixe » :
a) La lunette étant réglée a I’infini, on place en avant de 1’objectif une lentille supplémentaire
convergente, la bonnette, de distance focale bien connue f3 et assimilée a une lentille mince.

Montrer qu’un tel dispositif permet de viser des objets a distance constante de la bonnette. La
distance entre bonnette et objectif est-elle quelconque ?

b) On peut aussi obtenir le méme résultat par déplacement de la lunette elle méme. On appelle
tirage la distance d dont on peut déplacer 1’objectif du réticule par rapport au réglage de la
lunette a I’infini. Quelle est la conséquence d’éloigner 1’objectif du réticule ?

Application numérique : f 1 =10cm; fé =2cm et d = 6cm.

Soit I'image d’un objet A;B; vu nette dans la lunette de tirage d. Un objet A;B; est a la
distance D de A;B; et placé en avant. De combien doit-on déplacer la lunette pour que
I’observateur voit nette I’image de A,B, ?

4,
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Optique ondulatoire

Réflexion colorée d’une bulle de savon :

Une bulle de savon est assimilée localement a une lame a faces paralleles, d’épaisseur e et
d’indice n = 1,33. La lame est éclairée sous incidence normale et on néglige les ondes issues
de la lame apres plus de deux réflexions.

Lumiere

M, incidente
Air Eau
savonneuse Air
>

€

a) Exprimer le déphasage existant entre deux ondes réfléchies et qui se superposent en un
point M situé en avant de la lame. L’indice de I’air est égal a 1.

b) Montrer qu’il existe une condition sur la longueur d’onde A de 1’onde dans le vide pour
que la lumiere soit réfléchie avec une intensité maximale.

c) Lorsqu’un observateur regarde en hauteur et a la verticale de la bulle, celle-ci lui apparait
jaune. Déterminer les valeurs possibles de son épaisseur.

Les bilentilles de Billet :

La distance focale d’une lentille CV (L) est f* = 0,60 m pour la radiation A, =546 nm émise

par une fente lumineuse horizontale (A) située a 1 m de (L), perpendiculaire a son axe et au
plan de la figure.

a) La lentille est sciée suivant un diametre horizontal et les deux demi-lentilles (L;) et (L;)
sont écartées verticalement dans leur plan a la distance b = 1,2 mm. Calculer la position des
images A’ et A’, de la fente donnée par la bilentille.

b) Dessiner le contour du champ d’interférences en avant d’un écran (E) placé a 3 m en arriere
de la lentille. Calculer le nombre de franges observables sur I’écran.

Fentes d’Young ; déplacement et brouillage des franges :

On considere le dispositif interférentiel des fentes d’Young, avec observation dans le plan
focal d’une lentille mince convergente (L). On donne :

FF,=a=1mm;A=600nm; f =50 cm
a) Décrire la figure d’interférences observée ainsi que la répartition d’intensité I(x).

L A x
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b) On intercale sur le trajet de I’un des faisceaux une lame a faces paralleles d’épaisseur e et
d’indice n. Les faces sont perpendiculaires a 1’axe de symétrie. Déterminer le nombre N de
franges qui ont défilées en F;. On prendra n,; =1, n=1,5ete =0,5 mm.

c) A partir de cette position, on tourne la lame d’un angle 6. Sachant que I’on peut apprécier
au mieux le déplacement de 0,1 frange, avec quelle précision peut-on régler la position de la
lame ?

d) On supprime la lame a faces paralleles. Les fentes sont maintenant éclairées par le doublet
jaune du sodium formé de deux radiations, supposées monochromatiques et de méme
intensité, de longueurs d’onde A, =589,0nm et A, =589,6 nm. A quelle distance de la

ere

frange centrale les franges disparaissent-elles pour la 17 fois ?

Interférences données par deux sources en mouvement :

On observe la figure d’interférences des fentes d’Young dans le plan focal d’une lentille
convergente (L). Les sources ponctuelles et monochromatiques, de méme longueur d’onde A,
S et S, se déplacent a vitesse constante V perpendiculairement aux fentes et symétriquement
par rapport a I’axe du systeme.

Montrer qu’il y a périodicité du brouillage du systeme de franges et donner la période T
correspondante.

Interférometre de Rayleigh, indice absolu de 1'air :

L'interférometre de Rayleigh (dérivé du dispositif d'Young) est représenté sur la figure.
Lorsque les tubes T et T, sont remplis d'air dans les conditions normales, le montage est
symétrique, et on observe une frange brillante au centre I de 1'écran. La source S émet la
radiation A = 0,577 um, la longueur commune des tubes est /=0,20 m. T, étant toujours
rempli d'air dans les conditions normales, on fait progressivement le vide dans Tj.

q
T gy |
S ]
E
J 7. 1 U v
-

1) Dans quel sens défilent les franges en I ?

2) Pendant le pompage, 101 franges brillantes défilent en I et, lorsque la pression dans T; est
quasi nulle on observe en I une frange sombre. En déduire I'indice absolu n de l'air dans les
conditions normales.
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Superposition d’une onde plane et d’une onde sphérique :

On utilise une lentille convergente (L), trouée en son centre, comme systeme interférentiel a
deux ondes. Une source ponctuelle S, monochromatique de longueur d’onde A, est placée au
foyer principal objet de la lentille. Il en résulte que 1’onde émergeant de la lentille est plane et
que celle directement transmise par le trou est sphérique. Le trou a un diametre 2R = 10 mm
sur la face de sortie de (L) et une profondeur e = 3 mm sur I’axe.

a) Donner les expressions analytiques des ondes qui se superposent ; on adoptera comme
origine la phase des ondes en S et on supposera que ces deux ondes ont méme amplitude.

b) Quelle est I'intensité, dans le plan P situé a la méme distance d de la face de sortie de (L)
que S, en fonction de la coordonnée cylindrique p ? En déduire la nature des franges
d’interférence.

c) Calculer le rayon des franges brillantes extrémes sachant que la longueur d’onde du
rayonnement est A = 546 nm, d = 20 cm et n = 1,52 (indice du verre de (L)).

Miroir de Lloyd :

On considére un faisceau paralléle de lumiére
polarisée  perpendiculairement au plan
~_ (1) d'incidence sur un miroir plan.
T 'z La source est monochromatique, dans le
S~ domaine des infrarouges: A =500 um

~(2) “"‘x[ﬁ’] _détecteur Un détecteur I.R, placé sur un axe Oz

T~ | infrarouge perpendiculaire au plan du mireir, peut donc

9‘?“*%‘_ 17 superposer une onde "directe" (rayon 1) et

' = © une onde réfléchie (rayon 2), tout en donnant
une détection quadratique.

« Le faisceau incident fait un angle 8 =10° avec le plan du miroir.
1) Dans cette question, le miroir est supposé parfaitement réfléchissant.

Rappeler la condition que doit vérifier le champ électrique en z=0 ; en déduire que I'onde
incidente subit un déphasage de 7 lors de la réflexion sur le miroir.

Déterminer |'ordre d'interférence p(z) au point M.
Quelle est la forme des franges ? Calculer l'interfrange 7.

Quel est l'intérét de travailler en infrarouge ?
2) On suppose maintenant que le coefficient de réflexion en intensité du miroir vaut : R =0.85.

Calculer le contraste des franges obtenues et conclure.

Etoiles doubles :

Pour déterminer la distance angulaire de deux étoiles proches, on utilise l'interférometre
constitué de deux fentes tres fines, disposées en a/ 2et —a/ 2 par rapport a 1'axe optique. On
observe le systeme interférentiel sur un écran placé a la focale de la lentille (L).

X
I H
— L

La lumiere émise par les deux étoiles qui éclairent l'interférometre est filtrée et on la
considere monochromatique. Les rayons lumineux de la premiere étoile arrivent paralleles a
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l'axe optique, ils sont indicés 1. Les rayons issus de la seconde sont indicés 2, ils font un angle
0 petit avec ce méme axe.

a) Calculer 1'éclairement diffracté pour la premiere puis la seconde étoile lorsque 1'écart angulaire 6 est petit.
b) Les deux étoiles émettent-elles de la lumiere incohérente. Pourquoi ?
¢) Quel est I'éclairement total observé sur 1'écran ?

d) La distance entre les fentes a est variable. Quelle est la valeur minimale de a pour laquelle I'écran est
uniformément éclairé ? Donner alors la valeur de 1'éclairement E.

e) En faisant varier la distance qui sépare les deux fentes, on constate que la visibilité des franges d'interférences
devient nulle lorsque la distance a atteint la valeur a = 40 cm. En déduire 1'expression de I'écart angulaire © entre
les deux étoiles. Application numérique: A =546 nm .

Source a profil spectral rectangulaire :

Un dispositif interférentiel a deux ondes (de méme amplitude) est éclairé par la raie rouge du
cadmium, de longueur d’onde A, =643,88nm et de faible largeur spectrale égale a

AA=1,2.10" nm ; la répartition de I’intensité spectrale de cette source est supposée a profil
rectangulaire.

| Av
[ B —
\i
— PPNV R | b
0 ¥1 . Mo o Va

On désignera par 9 la différence de marche optique entre les deux ondes qui interferent en M
et p=0/4, I'ordre d’interférence en ce point.

a) Exprimer I’intensit¢é au point M sous la forme I(p)=2I, [1+ 7(p) cos(27[p)] . On
exprimera le degré de cohérence y(p) en fonction de I’ordre p en M et des données A, et
AA . Tracer I’allure du graphe y(p).

b) Déterminer la largeur de la bande de fréquence Av =v,—v, et la stabilité en fréquence
Av /v, de cette source. Déterminer la longueur de cohérence L., définie par la plus grande

valeur de O pour laquelle les franges ne sont plus observables. Montrer que le temps de
cohérence 1. est égal a 1 / Av.

Enregistrement d’un interférogramme :

On utilise un interférometre de Michelson en lumieére monochromatique, de longueur d’onde
A, dans la configuration lame a faces paralleles d’épaisseur e. Dans le plan focal image de la
lentille d’observation (L), de focale f, située en sortie d’appareil, on place une photodiode
diaphragmée. Le diaphragme, de diametre 2R, est centré sur F;. Cette photodiode délivre un
courant I(e) proportionnel a la puissance lumineuse P(e) recue.

a) Déterminer le signal I(e) délivré par la photodiode en fonction de e, A et Qp, angle solide
sous lequel on voit la face d’entrée du récepteur depuis le centre optique C de la lentille.

b) Partant de la teinte plate, on fait varier e tres lentement a 1’aide d’un moteur relié au miroir

. , L I, —1I .
mobile M,. Comment évolue le contraste défini par V = M‘”‘—Im‘“ ?
+

Max min
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Mesure de la largeur d'une raie :

Une source ponctuelle monochromatique éclaire un interférometre de Michelson réglé en lame d’air de telle sorte
que I'un des miroirs M, soit fixe et que 'antre puisse se déplacer parallelement & lui-méme & partir de sa position
initiale correspondant & une différence de marche nulle. Un détecteur P situé sur I'axe du faiscean donne nun
signal électrique proportionnel a l'intensité I du faisceau qu'il recoit.

1. Exprimer [ en fonction de la fréquence 1 de la radiation émise et de 7 = 2z /¢, = étant le déplacement de
Ms et ¢ la vitesse de la lumiére dans le vide.

2. La source n’émet pas une onde monochromatique, comme cela est supposé précédemment, mais une onde
quasi-monochromatique centrée sur la fréquence 5. On note Awy sy la largeur totale a mi-hauteur de
I'intensité spectrale de la source. Trouver 'intensité I{7) lorsque l'intensité spectrale de la raie I, est
rectangulaire.

‘ . . . . r 3 Inm;r, 7I‘mzn T

3. Un calculateur associé an détecteur fournit la fonction : V(7) = ———. Trouver V(7). Tracer son

Inm;r, + I‘min
graphe.
4. La raie rouge du cadmium (Ay = 643,8 nm) présente une intensité spectrale I, approximativement rec-

tangulaire. On observe, pour la premiere fois V(7) = 0 pour x = 15 cm. En déduire Ary o et Ady s,

Interférometre de Michelson en coin d’air :

On s’intéresse a un Michelson réglé en coin d’air, I’angle entre les deux miroirs étant 6. On
observe les interférences créées par une lampe monochromatique large (de longueur d’onde
A) grace a une lentille convergente de focale f” placée a une distance ¢, des miroirs.

a) Comment éclairer les miroirs ?

b) Les interférences sont-elles localisées ? Ou les observe-t-on grace a la lentille (on donnera
la distance 7, entre la lentille et le plan d’observation).

c¢) Quel est alors le grandissement Y du montage en fonction de f* et /,

d) Franges d’interférences : quelle est la forme des franges ? Que vaut I’interfrange i sur
I’écran d’observation en fonction de A, 0, f et ¢, ? Que se passe-t-il si les miroirs sont

paralleles ?

Etude d'un coin d'air :

Un interférometre de Michelson est monté en coin d'air. L'angle entre les deux miroirs est

=58x 1074 rad. 1l

est éclairé sous une incidence quasi-normale par une source étendue spatialement. Celle-ci émet deux radiations

de longueurs d'onde Ay et Ay d'égale intensi

=p

1. Donner 'expression de ['éclairement obtenu sur le coin d'air équivalent en fonction de x, coordonnée définie

le long d'un des deux miroirs.

une idée de 'allure de la courhe E{2). Calculer la période de la visibilité {contraste].

Spectrométrie par transformée de Fourier :

On éclaire un interférometre de Michelson monté en lame d’air d'épaisseur e avec une raie quasi monochroma-
tique, caractérisée par son profil spectral :
d€,

0 ety

= f(o) = Cexp[— .

ol o= 1/Aetoll oy, Ceta <€ g, sont des constantes positives. Pour simplifier, on étendra la fonction f aux valeurs
négatives de ¢, domaine ol elle prend des valeurs négligeables.

1. Quelle est la signification de oy ? Calculer la largeur Ae du profil & mi-hauteur et interpréter la constante a.
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2. On réalise un enregistrement de I'éclairement au centre de la figure d’interférences en fonction de 'épaisseur
e qu’on fait varier en déplagant un des mireirs a I'aide d'un moteur. Etablir I'expression de 'éclairement %(e) en
fonction de constantes et de la transformée de Fourier du profil spectral définie par :

}(x) = I f(o) exp(2jmox) dx.

100
3. Sachant que : J. exp(— u2/a?) exp(2jrux) du = a./n exp(- n2a?x?)

établir 'expression de %(e) et tracer l'allure de son graphe pour Ag <€ ¢y. Comment évolue la visibilité des
franges ? Comment peut-on mesurer Ac ? Quelle valeur de e doit-on pouvoir atteindre ? Retrouver I'ordre de
grandeur de la longueur de cohérence ¢ de la source en fonction de Aw.

Interférometre de Twyman :

Le dispositif est un interférométre de Michelson ot M, caapitis
le miroir M, est un miroir sphérique convexe de

grand rayon R ; le miroir M, reste plan et au début

IA, =14,. La source §, placée au foyer objet de  ©
L,, est peu étendue ; elle est monochromatique de S

longueur d’onde A . L,
a) Quel type de franges observe-t-on ? Ou sont-elles
localisées ? Quel est le réle de la lentille L, ? S

b) Déterminer le rayon 7, de la k™ frange brillante.
¢) Le miroir M, est déplacé vers I ; que deviennent les franges d’interférences ?

d) Comment un tel interférométre peut-il étre utilisé pour détecter les défaut:
d’usinage d’une lentille convergente placée convenablement entre 7 et A4, ?

Réseau par transmission ; résolution du doublet du sodium :

Afin de distinguer les deux raies D; et D, du doublet jaune du sodium, de longueurs d’onde
respectives 4, =589,0 nm et A =589,6 nm , on réalise, a I’aide d’un réseau par transmission,
un spectre normal d’ordre k =2 que ’on observe dans le plan focal image d’une lentille
convergente de focale f* = 50 cm. Le réseau a une longueur L =2 cm.

a) Quelle doit étre la période (ou pas) minimale du réseau ? On pourra I’exprimer en nombre
de traits par mm.

b) Déterminer, dans le plan d’observation, la distance Ax qui sépare les deux raies lorsque le
réseau présente un pas a =2 um. Quel est le pouvoir de résolution théorique de ce réseau ?

c¢) Calculer I’angle d’incidence i pour le réseau initial.

Réseau holographique :

1) Un interférometre de Michelson monté en coin d'air d'angle o est éclairé par un faisceau
laser élargi de longueur d'onde A =632,8 nm. On intercale une lentille convergente (L) de
focale f' entre le miroir (M;) et une pellicule photographique distants de 4f ’. Une fois
développé, le négatif acquiert une transparence t(P)=c-d(P), fonction affine de
I'éclairement ““(P) en un point P de coordonnées (X, Y) sur la pellicule.

Montrer que t (P) est de la forme t (P) =ty + 2 t; cos(2X/d) et expliciter d.
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2) Le négatif, formant un carré de coté a selon u_ et ﬁy est ensuite éclairé sous incidence

normale par une onde plane monochromatique de longueur d'onde A’.

Montrer qu'a I'infini, tout se passe comme si on recevait trois ondes planes dans des directions
0 a préciser.

Comparer le dispositif a un réseau plan.

Dispositif interférentiel atypique :

Soit une lentille mince convergente (L) de focale f', dont on prend le centre optique O comme
origine de l'espace et 1'axe optique comme axe des z.

A

S, e * M

i

On place deux sources identiques en S; (d/2,0,-f") et S;(-d /2,0, - f") . Ces sources sont
monochromatiques de mémes longueurs d'onde A, ; elles sont cohérentes et émettent en
phase. On observe 1'éclairement sur un écran confondu avec le plan d'équation z = z; ol on
repere un point M par ses coordonnées (X, y, zg). On donne f ° =1 m et d = 0,1 mm. On
mesure l'interfrange A = 5 mm.

En déduire la longueur d'onde 2.

Interférences en lumiere polarisée avec interféromeétre de Michelson :

Sur les bras d'un interférometre de Michelson réglé en coin d'air, et utilisé en lumicre
monochromatique de longueur d'onde A, on introduit des lames polarisantes Py, Py, P., Ps ou
des lames cristallines. On appelle "axe" d'une lame polarisante la direction du champ
électrique de l'onde qui en sort. Pour simplifier, on suppose que la séparatice et la
compensatrice du Michelson sont sans action sur la polarisation.

L'observation est faite dans la direction indiquée sur la figure, en notant ¢,, ¢, @,, @, les
angles que font les axes avec 1'axe Oz (comptés positivement autour des directions Ox et Oy).
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Direction
d'observation

1- Au départ, on place uniquement les polariseurs P; et P, avec leurs axes paralleles a Oz, Que
voit-on ?

2- On fait tourner P; de /2 autour de Ox. Que voit-on ? On conserve cette disposition de
polariseurs croisés dans la suite de I'exercice.

3- On introduit la lame P que 'on fait tourner autour de Oy tel que @, = /4. Qu'observe-t-on
?

4- On place P, que l'on fait tourner autour de Ox. Que voit-on ? Calculer le contraste en
fonction de ¢, . Pour quelles valeurs de ¢, est-il maximal ?

5- On enleve P et on regle P, tel que @, = 0. On remplace P; et P, par des lames quart d'onde

a la longueur d'onde A telles que Oz soit bissectrice des angles entre axes lent et rapide des
lames, bissectrice intérieure pour l'une et bissectrice extérieure pour l'autre. Qu'observe-t-on ?
Justifier le résultat.

Expérience de Abbe, filtrage spatial :

On réalise le montage 4f pour étudier la figure de diffraction de Fraunhofer donnée par un
réseau d’amplitude. La lentille Lc permet d’obtenir des ondes planes a partir d’'une fente
source fine monochromatique S de longueur d’onde A, et la lentille L, de focale f = 20 cm,
permet d'observer, a distance finie, les phénomenes de diffraction de Fraunhofer. Toutes les
lentilles travaillent dans les conditions de 1'approximation de Gauss.

Le
A, Objet A< D b

N

f Y r

1- Quel est l'aspect du plan focal image de L ? On reliera les grandeurs observées aux
caractéristiques du réseau : pas a, largeur totale L, largeur du motif €, et on représentera
graphiquement la répartition de 1'intensité de 1'onde lumineuse dans le plan focal si N =5 et a
= 2¢.

2- Dans la suite de l'exercice, on néglige l'influence de €.
On place dans le plan focal image de L une fente de largeur b centrée sur I'axe optique. Quelle

. . . . . .1 b
est la répartition de l'intensité dans le plan image du réseau si " >2_M ?
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1 3
3 M tion lorsqu’ la fente de telle sorte que = <—— < =—.
€me question 1orsqu on ouvre la rente ac telle sorte que a Nf " 2a

4- On place dans le plan focal image de L un masque qui ne laisse passer que les pics 0, +3,
+6,... Quel est I'aspect de I'image ? (Expérience de Abbe).

Filtrage spatial :

Un support pour pupilles diffractantes est disposé dans le plan Oxy. Il possede une largeur L
selon Ox et une longueur suffisamment grande. Il est éclairé en incidence normale par une
OPPH d'amplitude a, et de longueur d'onde A.

n_..n

Une lentille convergente, de distance focale f ', est placée de telle maniere que les plans Ex"y
et Oxy soient conjugués avec un grandissement égal a -1.

On place sur le support une pupille diffractante présentant une périodicité spatiale d selon Ox.
1. Quelle est I’amplitude diffractée dans le plan focal image de la lentille L ?
2. On suppose L grand devant le pas d du motif périodique.

Qu'observe-t-on sur un écran confondu avec le plan Ex"y" quand on intercale dans le

plan Fxy':

a. une fente, centrée en F ' et de largeur

20t
L

1 Al

centrées en iT .

b. deux fentes de méme largeur

Analyse d’une vibration :

On considere une onde électromagnétique polarisée elliptiquement. Le grand axe dirigé selon
Ox vaut 2a et le petit axe dirigé selon Oy vaut 2b.

1- L’analyseur peut donner la direction du petit axe. Comment ?

2- L’analyseur étant placé selon la direction du 1), on place une lame quart d’onde entre la
source et I’analyseur. L’axe lent est selon Oy. On obtient 1’extinction de I’onde en tournant
I’analyseur d’un angle o dans le sens antihoraire.

Déterminer 1- b/a.

2- si la vibration est gauche ou droite ?

Polarisation de la lumiére :

1°) Une lame quart d'onde est taillée dans un matériau d'indices n, = 1,456 et n3 = 1,732 pour
une longueur d'onde A° = 589 nm. Quelle est I'épaisseur minimale qu'elle doit avoir ?
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2°) Une lumiere naturelle tombe sur un polariseur, analyseur croisés. On place une lame quart
d'onde entre eux de telle sorte que la direction principale du polariseur soit a 45° par rapport
aux directions principales de la lame. Décrire la lumiere a la sortie de l'analyseur: état de
polarisation et éclairement.

Mesure de la vitesse du son dans P’air :

r d'onde A = 550 nm dans le vide traverse une cuve KA remplie d’ean et siege d'une
we 5. La lame
ion entre P'eau

Une onde plane de longneu
onde ultrasonore stationnaire de fréquence v = 4.7 MHz. Le dispositif est représenté sur la fi
piézodlectrique émet une onde ultrasonore vers le haut, lorsqu’elle arrive a la surface de séparat
et 'air une partie de Vonde est réfléchie. Clest de la superposition de Ponde incidente et de Ponde réfléchie que

nait 'onde stationnaire. On observe dans le plan focal image d'une lentille L de distance focale f =

L T
A
| eau
N e A —— e
R 9]
D —

lame piézo

Fia. 5 NMesure de la vitesse du son

1. Rappeler ce quest une onde stationnaire. Quelle est sa périodicité spatiale a7
2. Quiobserve-t-on dans le plan focal image de la lentille L7

3, Sachant que la distance de deux maxima consécutifs est A = 1,20 mm, montrer qu'on peut en déduire
I célérité des ondes sonores dans Uean. Faire et comumenter Papplication numérique.

4. On pent modélizer de maniere quantitative effet de Ponde stationnaire par une variation sinusoidale de
la transmittance complexe de la cuve d'ean, sous la forme t(a) =t (l + jncos (2” »»»»»» ))
oS/

En déduire le nombre maximal d'ordres observables sur 'éeran, et lewr intensité lumineuse relative,

Hauteur d’une colline :

Une antenne réceptrice se trouve au sommet d'une colline bordant un lac. La longueur
d’onde avec laquelle travaille cette antenne est 400m. La planete Vénus se leve au-dessus
de I'horizon et I'antenne recoit les signaux radioélectriques qu'elle envoie, directement ou
réfléchis sur le lac. On constate qu'il y a un premier minimum du signal recu quand Vénus
est a 35° au-dessus de I’horizon.

Calculer la hauteur h de la colline relativement a la surface du lac.

4,
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Mécanique du point matériel et des solides

Point matériel sur un cerceau :

Un point matériel de masse m, initialement au repos en A, peut se
déplacer sans frottement dans la rainure d'un cerceau vertical et
immobile, de rayon R. On lui communique une vitesse Vo horizontale.

Etudier les différents mouvements possibles du point matériel, en
fonction des paramétres du probleme (R, Vo,...).

<i
)

Force de frottement proportionnelle au carré de la vitesse :

. 2 2 . . e -1
Un point matériel de masse m est lancé sur une droite avec une vitesse initiale vo =2 m.s™ .

La seule force qui s'exerce sur lui est une force de frottement représentée par l'expression
f = Kmv?® et de sens opposé a la vitesse (K> 0). Le point met T =50 s pour parcourir la
distance d = 50 m.

a) Calculer numériquement K en précisant son unité.

b) Combien de temps faut-il pour parcourir la distance 2d ?

Oscillations d'un pendule dans un champ électrique :

Déterminer 1'équation différentielle du mouvement d'un pendule simple électrostatique, de
masse m, de longueur ¢, portant la charge q >0, et placé dans un champ électrostatique
E orthogonal 2 & . Le référentiel d'étude est galiléen. Déterminer ensuite la période des petites

oscillations du pendule. (Equation différentielle : (6 =—gsin6+(gE/m)cos6)

Oscillateurs soumis a une force constante :

Deux masses m; et m, sont reliées par un ressort de raideur k et M, (m)) M, (m,)
de longueur a vide ‘o Elles peuvent se déplacer sans frottement el B LN
sur un axe horizontal (x'x). Pour t < 0, le ressort est non tendu et >

x' k] X
les masses m] et m;, sont au repos en Mg et My. (elo

A partir de t=0, on exerce sur m, une force horizontale constante F=Fu,. On note
x1(t) = M oM et x,(t) = MyoM,. Déterminer x;(t) et x,(t).

Limites de la trajectoire et énergie :

Une particule fixe, de charge électrique g, est placée a l'origine O d'un axe (Ox) : tout le
probleme se déroule sur cet axe. On néglige le poids des particules.

a) On lance a une distance a de O une seconde particule, de charge - q et de masse m, dans
une direction tendant a 1'éloigner de O. Quelle vitesse initiale vy doit-on lui communiquer
pour qu'elle échappe a l'attraction de la particule fixe en O ?

b) La particule mobile a maintenant la charge + q et sa vitesse initiale est vy et est dirigée vers
O. Montrer que cette particule ne peut atteindre O ; calculer la distance minimale d'approche b
en fonction de vy.
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Période des oscillations d'un pendule simple et portrait de phase :

On considere un pendule simple de longueur ¢ que l'on écarte sans vitesse initiale de 1'angle
0y par rapport a la verticale descendante.

a) On néglige les frottements dans cette question. Etablir 1'équation différentielle du
mouvement issue de l'application du principe de conservation de 1'énergie mécanique. En
déduire la période T, des petites oscillations.

b) Le pendule est soumis désormais a des frottements fluides et son équation différentielle
devient : @+h 6+ sin6=0

Son portrait de phase est représenté sur la figure ci-dessous, avec @, =1rad.s™ eth=055"

* A quoi voit-on qu’il y a des frottements ?
* Indiquer les positions d’équilibre stables et instables.

* Commenter 1’allure des différentes courbes.

Lecture de portrait de phase :

On considere le portrait de phase d’un oscillateur harmonique amorti composé d’une masse
m = 500 g soumise a une force de rappel é€lastique (ressort de raideur k) et a une force de
frottement fluide (-4v, v étant la vitesse de la

Z N . . -* cm . s_l
masse m et on note x 1’écart a la position < )

'

P P L 1 o 0,5
d’équilibre). L’étude est réalisée dans le - 0.4 :! ]
référentiel galiléen du laboratoire. ; f',ﬂo_’j_ | =

a) Déterminer la nature du régime de | / 0.2

T
I’oscillateur. o0l N\ [\ 35ms|/ (cm)
(3 )

o . : ' B
b) Déterminer, par lecture graphique : /‘lr }‘j\ \ : M
3 Al Ay /1 /2 3 4
* La valeur initiale de la position Xo. / \ / - 031 | / )

* La valeur finale de la position x;. 158 ms . —}3?3‘—‘/? Wi _
PR \\. | _034 :- ,/ ] JI

* La pseudo période T,. o, T e =
ams  Teas| | AT
* Le décrément logarithmique 9. ; l-o6) [ | | !

c¢) En déduire la pulsation propre @y, le facteur
de qualité Q de I’oscillateur, la raideur k du ressort et le coefficient de frottement fluide A
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Saut a P’élastique : un sauteur a 1’élastique, modélisé par un point matériecl M (de masse
m =70 kg), tombe depuis un pont (au point A) avec un élastique
accroché aux pieds. Pendant les 20 premiers metres de chute (jusqu’en
B), I’élastique n’est d’aucune utilité et le sauteur est donc en chute libre.
A partir du point B, I’action de 1’élastique est modélisé par un ressort,
de masse négligeable, de longueur a vide ¢,=20met de raideur

>
[ —

<)
<
<

O@\_w a%”
3
3

k=120 N.m™". On suppose le référentiel terrestre galiléen et on néglige
les frottements.

a) Déterminer la vitesse du sauteur en B.

!

b) Déterminer la hauteur totale de chute. Cc

O

c) Déterminer 1’ accélération maximale pendant le saut. Ty

Un sismographe : un sismographe est constitué d'un ressort de raideur k et de longueur a vide
¢, , d'un amortisseur de coefficient de frottement f et d'une masse ponctuelle m.

Le ressort et I'amortisseur sont fixés a un cadre rigide ; un stylo reproduisant les déplacements
verticaux de la masse m par rapport au cadre est fixé au niveau de la masse m. Le cadre est
mis en mouvement vertical sinusoidal : z(t) =Z  cos(ot) +z (avec z,, =0) . Le référentiel Ry(O,z)

est supposé galiléen.

1) Déterminer 1'équation différentielle vérifiée par la grandeur x, écart entre la longueur ¢
du ressort a un instant t et sa longueur ¢, a l'équilibre (obtenu lorsque z = z¢, = 0). On fera

apparaitre le facteur de qualité Q du systéme ainsi que sa pulsation propre ®p.

A

u

z

3

2) Déterminer, en régime forcé, l'amplitude X,, de l'oscillation de la masse ainsi que la
phase a l'origine.

3) Comment choisir Q pour que la bande de pulsation reproduite soit la plus grande
possible et que I'écart entre X, et Zy, soit au maximum de 5% ?

Le toboggan :

Un enfant assimilé a un point matériel G de masse m = 40 kg glisse sur un toboggan décrivant
une trajectoire circulaire de rayon r = 2,5 m depuis la position 6 = 6y = 15° ou il possede une
vitesse nulle jusqu’a la position 6 =90° ou il quitte le toboggan. On néglige tous les
frottements.
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a) Etablir 1’équation différentielle du mouvement de 1’enfant en utilisant le théoreme du
moment cinétique.

b) En déduire I’expression de la vitesse v de I’enfant en fonction de 0. Calculer la vitesse
maximale atteinte par I’enfant. Commenter cette valeur.

Satellite géostationnaire :

Calculer l'altitude d'un satellite géostationnaire. Ce satellite ayant pour masse m =1 t, on se
propose d'augmenter son altitude de 50 km. Quelle énergie faut-il dépenser (5,6.100 J).

Lancement d’un satellite terrestre :

On veut qu’un satellite S décrive une orbite circulaire de rayon ry autour du centre de la Terre
T (de masse Mr).

a) Calculer la vitesse vy du satellite ainsi que son énergie mécanique.

b) Une erreur a été commise lors de la satellisation. Le satellite a bien été lancé sur un rayon
Ip avec une vitesse v mais la direction réelle de lancement fait un angle o avec la direction
initialement prévue (0 < o </ 2). Déterminer la nature de la trajectoire réelle du satellite et
construire son allure. Exprimer r1p et r, les rayons aux périgée et a 1’apogée, ainsi que les
vitesses correspondantes vp et v,.

La taille d’une planéte :

Un astéroide, gros caillou du systéme solaire, est appelé conventionnellement planete si la
hauteur H de la plus haute montagne ne dépasse pas le 100ieme du rayon moyen R du caillou.

1. Hauteur maximale d'une montagne

On constitue une colonne verticale de parpaings en les posant 1'un sur l'autre. A un certain
moment, I'adjonction d'un nouveau parpaing au sommet de la colonne provoque
I'effondrement du parpaing le plus bas. La "montagne de parpaings" a atteint sa hauteur
maximale H.

Montrer que H s'exprime uniquement en fonction de la chaleur de fusion L¢ du matériau et du
champ de gravitation g régnant a la surface de la plancte.

Déterminer la hauteur maximum des montagnes terrestres en prenant Ly = 200 kJ/kg et g = 10
m/s2. Comparer a la hauteur réelle.

La hauteur des montagnes sur Mars est-elle plus grande que celle des montagnes terrestres ?

2. En supposant que le caillou soit homogene, de masse volumique p, montrer que le caillou

L
devient une planéte si son rayon R > Rmin = 1,5 G_;) :
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Applications :
Lune: p =3,34 10° kg/m3 ; Le =240 klJ/kg (S 10;) ; R =1700 km
Astéroide Vesta: p =3,15 10° kg/m3 ; L =240 kJ/kg ; R =260 km

La plus haute montagne de la Lune a une hauteur H = 4,8 km. La plus haute montagne de
Vesta a une hauteur H = 70 km.

3. Comment expliquer que les petits astéroides ne sont pas sphériques ?

Condition de lancement d’un satellite :

Un satellite est injecté sur orbite en un point My distant de ry du centre O de la Terre, avec une
vitesse v, orthogonale a OM o.

a) Que vaut, en fonction de G, Mt (masse de la Terre) et rj, cette vitesse si la trajectoire
obtenue est un cercle de rayon rp ? Dans la suite, on note v, cette vitesse particuliere de vo.

b) On pose A= ;_0 ou Rr est le rayon terrestre. Démontrer que le satellite n’échappera pas a
T
2 2
<l | <2,
1+4 v,

Un point matériel M peut glisser sans frottement sur une tige (Or), de masse négligeable,

I’attraction terrestre et ne rencontrera pas la Terre si

Tige tournant a vitesse angulaire constante :

faisant un angle aigu constant o avec un axe vertical ascendant (Oz). On pose 7 = OM .

A l'instant initial, M est en M() tel que 7, =OM, et sa vitesse par rapport a la tige (Or) est
nulle.

La tige (Or), entrainée par un moteur, tourne a la vitesse angulaire constante ® autour de (Oz).

Déterminer le mouvement du point M sur 1'axe (Or). Discuter suivant les valeurs de rQ, m et o

Portiere de voiture :

La portiere d’un voiture est restée entrouverte par inadvertance au moment ou la voiture se
met a freiner créant une décélération constante a (a < 0). On veut étudier le mouvement de la
porte pendant le freinage.

Pour cela, on modélise la porte par une tige rigide de masse négligeable de longueur ¢ et une
masse m placée au bout (au point M). On suppose que le référentiel terrestre est galiléen.

a) Ecrire I’équation différentielle du mouvement de la portiere. (équation portant sur 1’angle

. . VA
0). Déterminer la vitesse de la porte quand € = 5
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¢) On étudie désormais une phase d’accélération constante a (a > 0). Au début du mouvement,
la porte est ouverte d’un angle ¢ (et 6, =0). Pour que la porte se referme seule, il faut que
6(6 = 0) = 8,5, . Déterminer la relation entre 6 et a pour que cela soit possible.

Deux masses et un ressort :

Deux masses m et m/ 3 (se trouvant aux points A et B) sont reliées par un ressort de masse
négligeable, de raideur k et de longueur a vide fo. Ce systéme peut glisser sans frottement le
long d’un axe (O, #.) incliné d’un angle o par rapport a I’horizontale, fixe dans le référentiel
galiléen R(O.u,uy.u;) On abandonne le systeme dans vitesse initiale, le ressort ayant, a
t =0, un allongement X, et le point A se trouvant alors en O.

Déterminer, dans le référentiel d’étude (R), le mouvement des deux points A et B.

Accélérateurs linéaires de particules :

Tous les accélérateurs de particules ont les mémes composants de base : une source de
particules, des champs électriques accélérateurs, des champs magnétiques de guidage et
finalement des détecteurs pour observer les particules et leurs collisions. Dans les
accélérateurs circulaires (cyclotrons et synchrotrons), les particules sont guidées par des
champs magnétiques tout au long d'une trajectoire circulaire qui les fait passer de nombreuses
fois a travers le méme champ électrique accélérateur. Dans les accélérateurs linéaires, tels que
celui étudié dans cet exercice, les particules effectuent un trajet en ligne droite passant a
travers une succession de tubes ou regnent des champs électriques qui augmentent leur
énergie au fur et a mesure qu'elles avancent.

Des particules chargées (des protons par exemple, de charge e = 1,6.10 7" C et de masse
m, =1,67.10 - kg) passent dans une série de tubes métalliques qui présentent la symétrie de
révolution et de méme axe (appelés « tubes de glissement ») et connectés a une source de
tension alternative (voir figure) up, = Ursin(2mv t). Cette tension crée un champ électrique
accélérateur axial dans les intervalles entre les tubes. On considere que le champ est nul a
I’intérieur de ces tubes métalliques. Les protons sont injectés en O avec une vitesse v, = v, i,

parallele a I’axe de I’accélérateur.

On considere les protons qui pénetrent en O suivant ’axe (Oz) des tubes a I’instant t =0,
c’est-a-dire lorsque ur, = 0. On veut que ces protons soient accélérés par la tension maximale
UL toutes les fois qu’ils passent d’un tube a 1’autre. On considérera que la distance entre deux
tubes est négligeable par rapport a la longueur des tubes.

a. Quel est I'accroissement d’énergie cinétique de ces protons au passage entre deux tubes
voisins ? Sachant que les protons sont pré-accélérés sous une tension continue Uy, exprimer
leur énergie cinétique E., a la sortie du énieme tube en fonction de Uy et Up. Faire
I’application numérique avec Up=140kV, UL =100kV et n=20. Les protons sont-ils
relativistes ?
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b. Quel doit étre le temps mis par ces protons pour traverser le 1 tube, le 2°™ tube et le
énieme tube, afin que soient réalisées les conditions d’accélération précédente ? Exprimer les
longueurs L;, Ly, L, respectivement des premier, deuxieme et énieme tubes en fonction de
Up, UL, v, e et m,. Calculer ces trois longueurs pour v =25 MHz, n=20, Uy =140kV et
UL =100 kV.

Particule dans un champ EM :
Dans le référentiel (Ry de based i, j.k poune particnle M,
de masse e ebde charge o, se rouve a ladate ©=0 en O,
animnée d une vitesse nulle, dans wme région ol régnent les
champs umitermes el indépendants du lemps
=1 et B=Bk .
I Ftwdier le mowvement de M
2o Caleuler b witesse movenne de la particule suivant Oy,
appelée vitesse de dérive vo
3 Interpréter la trjectorre dans Uxye enécrivant la relation
fondamentale de la dyvnamague du pomnt matériel dans le
peferenticl (R entranslation rectiligne e amforme de vitesse

Wi par rapporta (R

Oscillations d’un satellite terrestre sur sa trajectoire : la Terre, de centre O, exerce sur tout
point matériel de masse m une force attractive :

—_—

F =—Km avec K=410"m.s™?

oM?>’

Dans le référentiel géocentrique (Oxyz) galiléen, on consideére un satellite dont le centre
d’inertie G décrit une trajectoire circulaire de centre O et de rayon r autour de la Terre, a la
vitesse angulaire constante ®, dans le plan (Oxy).

Le satellite est constitué de deux masses ponctuelles identiques A et B reliées entre elles par
une tige rigide de masse négligeable (AB = 2b). On s’intéresse a la rotation de AB autour de

G dans le plan (Oxy), définie par I’angle @ = (i, ,@) .

a) Pour quelles valeurs de o le moment en G des forces de gravitation exercées sur le satellite
est-il nul ?

b) En effectuant un DVL en b / r, montrer que le terme principal du moment vaut :
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W, = 3Km (b
b

3
— | sin2au,
p :

c¢) Calculer la période des oscillations du satellite autour de sa position d’équilibre stable.

Données : r=7000km ; b=5m ; m=4kg.

Vitesses supraluminiques :

Certains astres semblent se déplacer avec une vitesse supérieure a la vitesse de la lumicre dans
le vide, ce qui n'est pas conforme a la théorie de la relativité. Pour interpréter cette
observation, on adopte le modele suivant. On vise d'un point O de la Terre un astre quasi-
ponctuel S situé a une grande distance D et se rapprochant avec une vitesse v faisant un angle
o avec la ligne de visée = %.

1- A T'instant t, I'astre est en S a distance D du point d'observation O 2 la surface de la Terre et
émet une impulsion lumineuse. A quel instant t, cette impulsion arrive-t-elle sur Terre ?

2- A l'instant t'= t + dt, I'astre émet une nouvelle impulsion lumineuse. A quel instant t’, cette
impulsion arrive-telle sur Terre ? On limitera les calculs a I'ordre un en dt.

3- En déduire que la composante de la vitesse apparente de 1'astre perpendiculairement a la
ligne de visée vaut :

vsino
8_1 vV Cos &

C

Etudier les variations de v, avec o et conclure.

Chute de la Terre sur le Soleil :

La Terre décrit autour du Soleil un cercle de rayon a en un temps Ty = 1 an. Soit M la masse
du Soleil grande devant la masse de la Terre. On imagine que la Terre perde brusquement
toute sa vitesse orbitale.

1- Etablir une équation différentielle du premier ordre relative a la chute de la Terre vers le
Soleil. Exprimer la durée T de cette chute en fonction de T.

2- Retrouver le résultat en considérant que le mouvement considéré est un cas particulier de
mouvement képlérien et en utilisant la troisieme loi de Kepler.

Mouvement d'une chaine : une chaine de longueur ¢ et de masse linéique constante A peut
glisser sans frottement sur le rebord d'une table. Initialement, une extrémité de la chaine, de
longueur y(, est verticale. L'autre extrémité est retenue par un expérimentateur. Celui-ci lache

la chaine sans vitesse initiale. Déterminer le temps T mis par la chaine pour quitter la table.

AN :g=10 m.s2;1=20 cm ; yo=1 cm (Réponses : chwr :L;a): § )
Yo

Barre tournant autour d'un axe fixe : une barre AB, de longueur 21 et de masse m, est
mobile autour d'un axe horizontal passant par A. On abandonne, sans vitesse initiale, la barre
de sa position d'équilibre verticale, instable. On note o l'angle entre la tige et la verticale. La
liaison axe-barre est sans frottement. La barre est astreinte a se déplacer dans un plan.
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a) En utilisant le théoréme du moment cinétique, déterminer les expressions de & et de & en
fonction de o.

b) Calculer, en fonction de @, les coordonnées de la réaction exercée par I'axe sur la barre.

Mouvement d'une barre autour d'un axe fixe : une barre AB, de longueur 21 et de masse
m, est mobile autour d'un axe Az horizontal. Le point B est fixé a un ressort de constante de
raideur k et de longueur a vide lg. L'autre extrémité du ressort est fixe. Dans sa position

d'équilibre, la barre est horizontale et le ressort vertical.

(k,lo)

X

(+)

y

La barre est écartée 1égerement de sa position d'équilibre puis lachée sans vitesse initiale.

Déterminer la période des petites oscillations de la barre. On considere que le point B se
déplace verticalement.

Oscillations de deux barres :

4. Oscillations d'un angle droit
On considire le svstéme de deux barres identiques représenté sur la figure 3. Lextrémité d'une barre est acerochée
& un ressort de raideur k. La liaison pivot en O est parfaite. La position d'équilibre stable du svstéme correspond
au eas ol la seconde barre est verticale.

Fia, 3 — Petites oscillations d'un angle droit

. Déterminer allongement du ressort lorsque le svsttime est a l'équilibre.

1
2. Etudier les oscillations de petit angle 8 autour de la position d'équilibre.
3

. Dessiner le portrait de phase de cet oscillatenr. Discuter.
D le portrait de pl le cet Hat Diseut

g

Réponses : Algy = = - %§~, e ;—;3‘3 = {; ellipse,

La tartine beurrée :

Un toast de longueur 2a est posé sur une table horizontalement, son centre d'inertie décalé de
la table d'une distance &. Coefficient de frottement f; Jg, =ma’/3, n=0/a

a) Au début de la chute il n'y a pas glissement (le justifier), montrer qu'alors :
(d6/dt)*=(6g/a)( n/(1+30?))sind
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b)En supposant que le toast quitte la table sans avoir glissé pour 6=n/2 avec d<<a déterminer
le mouvement ultérieur du toast. Quel est l'angle limite pour lequel en moins d'un tour, il
atterrisse coté pain? Calculer alors le temps de chute du toast.

On donne : h=75cm, 2a = 10cm, g=9,8m/s2

Mouvement d’un cerceau : un cerceau de masse M et de rayon R est lancé avec les
conditions initiales suivantes :

5. (0)=vii, (v, >0) ot A0) =—wyi, (@,>0)

(0] X

Il reste en contact avec le plan horizontal ; ce contact est caractérisé par un coefficient de
frottement de glissement f.

a) Déterminer V() et @(*) pour la 1% phase du mouvement. A quel instant cette phase
s’acheve-t-elle ?

b) A quelle condition le cerceau revient-il en arriere ?

Démarrage d’une automobile : le coefficient de frottement de la roue sur le sol est f. La
roue a une masse m, un rayon R et un moment d’inertie J par rapport a son axe. On lui

applique un couple moteur 1:m =Lu,.

(0] X

Quelle est la condition sur 1,, pour qu’il y ait roulement sans glissement ?

Oscillations amorties par frottement fluide :

Un cube de masse M peut glisser sur un plan horizontal avec un coef- M

ficient de frottement u. 1l est lié & un ressort de longueur a vide £ et Iy

constante de raideur k, dont une extrémité est fixe (Fig. 25). A l'ins- m——" o
tant initial, le ressort a une longueur égale a €, +A (avec A positif) et 5

la masse n’a pas de vitesse.

On confondra les coefficients de frottement statique et dynamique et
on n'envisagera pas d’autre mouvement pour le cube que la translation.

Figure 25

a) A quelle condition la masse se met-elle en mouvement ?
b) Dans le cas oit un mouvement a lieu, le décrire en donnant sa loi horaire x(£) jusqu’au prochain arrét du cube.

¢) A quelle condition le cube se met-il & nouveau en mouvement, dans le sens contraire, aprés ce premier arrét 2
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d) Lorsque I'amplitude initiale A est suffisamment élevée pour qu’un grand nombre d’oscillations aient lieu, quelle

est I'allure de I'enveloppe du graphe de x(t) ? Que peut-on dire de la variation au cours du temps de I'amplitude
des oscillations ?

e) Comparer au résultat obtenu pour un frottement fluide.

Balancoire :

Pour amplifier 'amplitude de ses oscillations, un enfant sur une balancoire se déforme. De fagon trés sommaire,
on suppose qu'il modifie son moment d’inertie J sans modifier la position de son centre d'inertie G par rapport a
'axe de rotation Ox.

a) On suppose que l'enfant, arrivant en 6= 0 avec une énergie cinétique E,;, fait passer rapidement son moment
d'inertie de la valeur J; 2 la valeur J,. Justifier que son moment cinétique par rapport a I'axe Ox se conserve. En
déduire la variation relative d’énergie cinétique (E.; — Eq)/E,; au cours de I'opération.

b) Lorsqu'ensuite 'enfant, arrive en 6= 6y, il fait repasser rapidement son moment d’inertie de la valeur Js & la
valeur J;. Justifier que son énergie cinétique ne varie pas. Conclure sur la maniére d’amplifier le mouvement.

¢€) On peut aussi dire que I'enfant impose une variation de son moment d’inertie J(t) de forme créneau de période
Ty/ 2. Pour comprendre en quoi cette situation est optimale, on remplace la fonction créneau par une fonction sinu-
soidale de période T. L'équation du mouvement s'écrit alors :

Jo+mgaf=0 avec J(t) = dJg+AJ cos wt.
Soit en supposant | Ad | <€ Jy et en faisant un développement limité :

E§+m§9[1— A s mt}: 0 avec my= [289.

Jo Jo
En T'absence de déformation on aurait 6y(t) = 6y, cos(@gt). En supposant qu'on peut faire |'approximation
0(t) = By(t) dans le terme décrivant la déformation, justifier sans gros calculs que I'amplification est optimale si
w=2awy.

Machine de Timochenko :

On fait tourner les deux cylindres de rayon b de la figure 24 en sens inverse & vitesse angulaire @ constante trés
élevée. A l'instant £ = 0 on pose la planche homogéne de masse m et d’épaisseur négligeable sur les cylindres, son
centre d’inertie étant dans le plan médiateur de O; et O,. On donne les coefficients de frottement de glissemént f
et f, sur les deux cylindres, avec f; > f,. On constate que la planche oscille de maniére sinusoidale sans décoller. :

a) Dénombrer les inconnues.

b) Montrer que nécessairement la planche glisse. Dans la suite on supposera que le sens des vitesses de glissement
de la planche sur chacun des rouleaux est imposé par leur sens de rotation.

¢} On écrit les actions de contact exercées par les rouleaux sur la planche sous la forme R; = Tyu, + Nyu, et
R . = z
R; = Tou, + Nou,. Exprimer T; et Ts en fonction de Ny, N, f; et fs.

d) Etablir trois équations scalaires en utilisant les théor@mes généraux pour la planche. En déduire que :
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o 2 f1—f2) 19 (f1+f3) Bl
+ WX = Wyha avec @y = |[—— "2 et déterminer x(t).
X+ 0 (f1+f2 0T B (t)

e) A quelle condition la planche oscille-t-elle sans décoller ? Peut-on changer le sens de rotation des cylindres ?
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Mécanique des fluides

Etude de la forme d’un miroir métallique liquide :

Cet exercice étudie le principe de fonctionnement et la mise en ceuvre d’un miroir métallique
liquide, utilisé dans des mesures astronomiques et atmosphériques. La 17 partie de 1’étude,
présentée dans cet exercice, propose de déterminer 1’équation de la surface libre du miroir
liquide en rotation.

Une cuve cylindrique de rayon R et de hauteur intérieure H, contient une hauteur hy de liquide
métallique incompressible de masse volumique p. L’axe de symétrie (Cz) de la cuve est
orienté suivant la verticale ascendante, le point origine C
étant le centre du fond du récipient. L’accélération de la
pesanteur est notée g. Le référentiel d’étude (R) est celui

du laboratoire supposé galiléen. La cuve est ouverte a
I’atmosphere a la pression Py. La cuve est progressivement H
mise en rotation autour de (Cz) et, apres une phase de
démarrage suffisamment longue, la vitesse de rotation
atteint une valeur constante ®, régulée avec précision. Le v
liquide tourne également en bloc a la méme vitesse
angulaire autour de 1’axe (Cz) et il est immobile par rapport

au référentiel (R ‘) lié a la cuve.

1. On considere un volume dt de fluide centré sur un point M, de coordonnées cylindriques
(r,0,z) dans le repere (C,u,,u,,u,) du référentiel (R *). Ecrire la condition d’équilibre relatif
de ce volume élémentaire dans (R “).

2

2. En déduire que la surface libre du liquide a pour équation : z =a+2—r2, ol a est une
8

constante. Quelle forme géométrique présente la surface libre ?

3. Déterminer I’expression de la constante a en fonction de hy, ®, R et g.

4. Quelle est la vitesse angulaire ®,, a ne pas dépasser pour éviter le débordement du liquide ?

2

Allure de la surface libre de I’eau dans un camion accéléré :

Un camion rempli d’eau se déplace sur le sol horizontal avec un accélération constante ay
portée par 1’axe horizontal (Ox).

Quelle est I’allure de la surface libre du liquide lorsqu’elle est stabilisée ?

On utilisera la relation fondamentale de la statique des fluides dans le référentiel du camion,
en prenant en compte la force d’inertie d’entrainement.

Soulévement d’une demi-sphere :

B

N
(=)
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Une cloche hémisphérique de rayon R et de masse m repose sur un plan horizontal. Elle
contient de 1’eau jusqu’a une hauteur H. Elle est percée d'un petit trou en son sommet.

Montrer qu’il existe une hauteur critique Hc au-dela de laquelle 1’équilibre est rompu.

Oscillations de deux flotteurs :

Deux flotteurs cylindriques, identiques (de section s et de masse m) peuvent osciller dans
l'eau d'un récipient de section S. Soit p la masse volumique de l'eau. Les positions des
flotteurs sont repérées par leurs déplacements verticaux x; et X, par rapport a leurs positions
d'équilibre respectives.

section § x

1) Déterminer le systéme d'équations différentielles qui définit le mouvement des deux
flotteurs (on admettra que la surface libre reste horizontale et que le théoreme d’ Archimede
est applicable).

2) Résoudre ce systeme en supposant qu'a l'instant initial, les deux flotteurs sont dans leurs
positions d'équilibre respectives, avec des vitesses initiales 2vy pour le premier et vy pour le
second.

Equilibre d'un fluide a symétrie sphérique, modélisation du Soleil :

La Terre décrit autour du Soleil, assimilé a une sphere de centre O et de rayon Rg et vu depuis
la Terre sous un diametre angulaire 20 = 32', une orbite pratiquement circulaire de rayon
D =149,5 millions de km en 1 an. Le Soleil est modélisé par un fluide gazeux, supposé
parfait, de masse volumique constante [Ls.

Données :
*** Constante de gravitation universelle : G = 6,67.10 N |
*** Constante des gaz parfaits : R = 8,32 J K~ !
*#% Masse molaire du fluide solaire : M =1,25 g

a) Calculer le rayon Rg du Soleil et sa masse volumique moyenne Lls.

b) Calculer le gradient dP / dr de la pression du fluide solaire en tout point M a la distance r
du centre du Soleil, a I'aide des constantes Ug et G.

c) Etablir la loi des pressions P(r) en M en supposant nulle la pression au bord du Soleil.
Calculer la pression Py et la température Ty au centre du Soleil.

d) Calculer 1'énergie potentielle de gravitation du Soleil, en fonction de G, Us et Rg, puis en
fonction de la masse Mg et du rayon Rg du Soleil.
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Enroulement du vent autour d’un anticyclone et d’une dépression :

Un point M situé dans 1’atmosphere terrestre est repéré par ses coordonnées (x,y,z) dans le
repere local (Oxyz), dont I’origine O se trouve dans un plan méridien a la latitude A, avec
0< A<z /2 pour I’hémisphere Nord (figure (a)). L’axe (Ox) est dirigé vers I’Est, I’axe (Oy)
vers le Nord et I’axe (Oz) suivant le rayon terrestre. La vitesse angulaire de rotation propre de
la Terre est 2=27 /86164 rad.s™".

1. On s’intéresse a la résultante oF des forces de pression s’exercant sur un élément de fluide
atmosphérique de masse dm, de forme parallélépipédique, de volume dz=dx.dy.dz ; montrer

que la force de pression rapportée a I’'unité de masse, définie par f =dF /dm est donnée par

~ -
I’expression f = —igrad P ou p est la masse volumique du fluide et P la pression au point M
o

de coordonnées (X,y,z). Dans une atmosphere calme, par quoi est compensée la composante
verticale des forces de pression ?

Par la suite, on supposera cette compensation effective en toutes circonstances et on ne
s’intéressera qu’au mouvement de la particule fluide dans un plan horizontal.

2. On considere la situation météorologique schématisée sur la figure (b), dans laquelle 1’axe
anticyclone-dépression” fait un angle 6 avec la direction (Ox). La distance entre les isobares
P,=1020 et Ppb=1000 est notée d, les pressions étant mesurées en hectopascals. On
supposera le gradient de pression uniforme sur I’axe (AD), de norme notée a. Au niveau de
I’axe (AD), les isobares sont perpendiculaires a cet axe et sont localement assimilables a des
segments de droite.

Nord
Zot y g
> 1000
®
g\j 0 z Isobare
\Y °
c ] Ouest o 4 Est
Terre X
A
1020 d
Sud
Figure (a) Figure (b)

a) Le référentiel géocentrique étant supposé galiléen, on se place dans le référentiel terrestre.
Ecrire, en négligeant les forces de frottements, le principe fondamental de la dynamique pour
la particule de fluide (de masse dm) dans le référentiel terrestre.

b) Exprimer les coordonnées fx et fy de la force massique de pression, le long de I’axe (AD),
en fonction de a, p et 0.

c) L approximation géostrophique consiste a négliger 1’accélération du mouvement. Montrer
que le fluide atmosphérique s’écoule au niveau de I’axe (AD) suivant une direction et un sens
que I’on précisera3. Comment modifier ces conclusions dans 1’hémisphere Sud ? Calculer la
norme notée v du vecteur vitesse du vent. On donne: d=800km, A =42°Nord et
p=13kgm °.

% Les régions ot la pression atmosphérique est relativement basse sont appelées des dépressions, alors que les anticyclones
correspondent a des zones de pression relativement élevée.

? Le vent ainsi défini est appelé vent géostrophique et constitue le plus souvent une bonne approximation du vent réel, bien
que le surestimant systématiquement.
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Radiosondage par ballon sonde :

Le radio-sondage est une technique de mesure en altitude des propriétés de 1'atmosphere par
ballon sonde ascendant. Un tel ballon, rempli d’un gaz plus léger que 1’air (du dihydrogene ou
de I’hélium), est soumis, d’apres le principe d’Archimede, a une force ascensionnelle qui le
propulse dans I’atmosphere. Il s’éleve alors a une vitesse de 1’ordre de 5 m.s ! jusqu'a ce que
la dilatation du gaz contenu dans son enveloppe ne provoque son éclatement, généralement
observé vers 30 km d'altitude.

Un ballon sonde transporte une mini-station météorologique équipée de capteurs permettant
de mesurer les variations de température, d’humidité et de pression de 1’air atmosphérique
avec I’altitude et de connaitre la direction du vent par étude du suivi de la trajectoire du
ballon. Un parachute permet, apres éclatement de I’enveloppe du ballon, la récupération des
équipements embarqués.

On suppose que, dans la tropospheére, la température décroit linéairement de a = 6,5 K.km ™

quand l'altitude augmente. La température au sol est notée Ty = 300 K et I’air et I’hélium sont
considérés comme étant des gaz parfaits. On donne R (constante des gaz parfaits),
R=831JK ".mol™".

Un ballon sonde sphérique (de rayon r), fermé et placé dans I’air, contient une masse m
d’hélium (de masse molaire My, =4 g.mol ~ 1). Ses accessoires (de volume négligeable) et son
enveloppe ont une masse my = 750 g.

1. Le ballon est gonflé au sol de sorte qu’a la température Ty et pour une pression extérieure
de Po=1 bar, le rayon ry soit de 75 cm. On désigne par g 1’accélération de la pesanteur

(g=9,8m.s ).
a) Quelle masse d’hélium m faut-il utiliser ?

b) On appelle force ascensionnelle Fj, la force résultante a 1’altitude nulle des forces
extérieures exercées sur I’ensemble {ballon-gaz}. Etablir I’expression de Fj en fonction de ry,
mo, m, g et u, (masse volumique de I’air).

¢) Quelle est la valeur maximale mom.x de la masse my des accessoires et de 1’enveloppe ?
(On donne u, = 1,192 kg.m™3)

2. Montrer que la pression atmosphérique P(z) a 'altitude z (I’axe (Oz) est orienté dans le
sens des altitudes croissantes) peut s’écrire en fonction de la température T(z) sous la forme

P(z)=P,(T(z)/T,)", ol M est une constante que 1’on exprimera en fonction de M, (masse
molaire de I’air), g, a et R. Calculer numériquement 1, avec M, = 29g.mol™".

3. On admet qu’a toute altitude z, les pressions et températures sont identiques a 1’extérieur et
a I'intérieur du ballon.

a) Déterminer la force ascensionnelle F(z) a I’altitude z.

b) Sachant que le rayon maximal possible du ballon est 2 m, calculer I’ordre de grandeur de
I’altitude maximale atteinte par ce ballon avant son éclatement.

Dépression associée a une tornade :

On néglige la pesanteur. Une tornade est décrite par un écoulement parfait, stationnaire,
incompressible et homogene de masse volumique L, décrit en coordonnées cylindriques par
un champ des vitesses vV = v(r) 4, tel que le vecteur-tourbillon associé vaut :

ﬁ(OSrSa)=QOﬁZet f)(r>a)=6
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1) En utilisant le théoréeme de Stokes, déterminer v(r).

2) En déduire l'expression de la pression p(r) sachant que p(r = ©) = p... Tracer l'allure de son
graphe.

Durées de vidanges de réservoirs sphérique et cylindrique, clepsydre :
1) Vidange d’un réservoir sphérique :

Un réservoir de forme sphérique, de rayon R =40 cm, est initialement rempli a moitié d’eau
. 3 -3 . z.. \

de masse volumique =10 "kg.m ”; la pression atmosphérique Py regne au-dessus de la

surface libre de I’eau grace a une ouverture pratiquée au sommet S du réservoir.

Py

'B% z:¢)
*) 1

N . . . . . 2 L, .
On ouvre a t = 0 un orifice A circulaire de faible section s = 1 cm~ au fond du réservoir.

I
x

a) Etablir I’équation différentielle en z(t), si z(t) est la hauteur d’eau dans le réservoir comptée
a partir de A, a I’instant t.

b) Exprimer littéralement, puis calculer, la durée Ts de vidange de ce réservoir.
c¢) Exprimer, en fonction de Ts, le temps nécessaire t; pour vider la moitié du réservoir.
2) Comparaison des vidanges des réservoirs sphérique et cylindrique :

La méme quantité d’eau que celle placée initialement dans le réservoir sphérique est
maintenant versée dans un récipient cylindrique de méme rayon R =40 cm ; la pression
atmosphérique Py regne au-dessus de I’eau. On ouvre, a I'instant t = 0, un orifice B circulaire
de méme section que A (s =1 cm %) au fond du réservoir cylindrique.

a) Ecrire la loi zc(t), ol zc est la hauteur d’eau dans le réservoir, comptée a partir de B, a
I’instant t.

b) Exprimer littéralement la durée Tc de vidange, puis la durée tc nécessaire pour vider la
moitié du récipient cylindrique.

c) Comparer Ts et Tc d’une part, ts et tc d’autre part ; conclure.
3) Clepsydre :

Soit un récipient (Rg) a symétrie de révolution autour de ’axe Oz, de méridienne d’équation
r=az", our est les rayon du réservoir aux points de cote z comptée a partir de 1’orifice C, de
faible section s = 1 cm * percé au fond du réservoir.

Déterminer les coefficients constants n et a, donc la forme de (Ry), pour que le cote du niveau
d’eau placée dans (Ry) baisse régulierement de 6 cm par minute au cours de la vidange.
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Débit d'un gaz :

Ah
On considere 1'écoulement permanent d'un gaz dans le tube représenté ci-dessus. L'axe du
tube est horizontal.

Les prises de pression A et B sont situées au méme niveau, et le tube en U est rempli d'un
liquide de masse volumique py.

Exprimer le débit volumique D du gaz en fonction de g, po, Ah, Si, S, et de la masse
volumique p du gaz.

Tube de Pitot double :

On considere 'écoulement permanent d'un gaz dans une conduite cylindrique munie d'un tube
de Pitot double.

Soit p la masse volumique du gaz, po la masse volumique du liquide remplissant le tube en U.
On admettra que la vitesse V du gaz a la méme valeur en tout point d'une section droite de la
conduite.

Exprimer la vitesse V puis le débit volumique D de la conduite en fonction de po, p, g, h et de
la section droite S de la conduite.

Régime transitoire de la vidange d'un réservoir :

Un grand réservoir est rempli d'un liquide de masse volumique \. A la hauteur h = 1,6 m au-
dessous de sa surface libre, un tuyau d'évacuation horizontal, de faible section et de longueur
a = 0,5 m est fermé par une vanne V. On ouvre brusquement V a l'instant t = 0.

A un instant t ultérieur, on admet que le niveau du réservoir ne varie pas et que la vitesse v est

. . . . . -> nd
nulle dans tout le volume de celui-ci ; le long de la conduite, on a a priori, v = V(X, t) uy,
0 < x < a désignant une abscisse comptée a partir de I'entrée de la conduite.

1) Etablir que v ne dépend pas de x.
2) Donner la valeur v( de v correspondant a t — oo

Application numérique avec g = 10 m.s™.
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3) En utilisant 1'expression généralisée du théoreme de Bernoulli, montrer que a t donné, la
pression P dans la conduite est une fonction affine de x.

4) Etablir une équation différentielle décrivant 1'évolution de v (t). Intégrer celle-ci en posant

t=2a/V2 gh.

Quelle est la signification physique du parametre T ?

Calculer numériquement la durée T au bout de laquelle la vitesse dans la conduite ne differe
plus que de 1 % de sa valeur dans le régime permanent de vidange.

Conclure en ce qui concerne un calcul de temps de vidange tel que celui proposé dans
I'exercice « durée de vidange d’un réservoir ».

Ecoulement compressible, température de nez d’un avion :

Un avion se déplace en mouvement rectiligne uniforme dans l'air a la vitesse U. Loin de
I'avion, l'air est au repos a la pression p,, = 1,0 bar et a la température T, = 268 K. L'air est
assimilé 2 un gaz parfait de masse molaire M = 29 g.mol' et de coefficient y = 1,40. On
rappelle la valeur R = 8,31 J K ".mol"" de la constante des gaz parfaits.

N © I

xYy

On suppose 1'écoulement de l'air parfait. On note N le nez de 1'avion et I le point a l'infini sur
la ligne de courant (C) arrivant en N.
N d
1. Montrer que : U* =2 £
y7i
2. En déduire les expressions de la température Ty du nez N de I'avion, de la masse volumique
Ln au voisinage et de la masse volumique i loin de I'avion.

3. Calculer Ty et py d'une part pour U = 300 m.s” et d'autre part pour U = 100 m.s™.
Comparer Ly et Wy dans les deux cas. Commenter.

Oscillations dans un tube en U :

Etudier les oscillations d'un fluide incompressible dans un tube en U de faible section en
appliquant le théoreme de Bernoulli en régime dépendant du temps ou en effectuant un bilan
énergétique. On suppose que les surfaces libres restent dans les parties rectilignes et verticales
du tube.

Déterminer ensuite la période des petites oscillations du fluide lorsque celui-ci reste dans la
partie semi-circulaire du tube.

Vidange d’un tuyau :

On considere le tuyau de la figure ci-dessous, de section constante S, formant un coude AOB
dont les bras AO vertical et OB horizontal ont méme longueur L. A I’instant t = 0, le tube est
rempli d’eau au repos. A un instant t ultérieur, le tube se vide et on note C le point situé a la
surface libre de I’eau dans le bras vertical et h(t) sa cote. On suppose 1’écoulement parfait,
incompressible et homogene de masse volumique |, unidimensionnel, décrit par le champ de
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pression P(s,t) et le champ des vitesses v(M) = v(s,t) u ou s est I’abscisse curviligne mesurée a
partir de C le long de la ligne de courant moyenne (C) et u le vecteur unitaire tangent a (C) .

2>

h(t)

a) Montrer que v(s,t) est indépendant de s et I’exprimer en fonction de dh / dt.
b) Etablir I’équation différentielle (E) du second ordre dont h(t) est solution.

c¢) Obtenir une intégrale premicre temporelle de (E) et en déduire la vitesse de 1’écoulement au
moment ou le bras vertical est vidé.

Une résolution numérique de cette équation donne le graphe de la figure ci-dessous (on a posé

N =h(t)/Lett=t/T). Commenter et exploiter.
n
1

0 1 2 T

4- Obtenir une intégrale premicre temporelle de (E) et en déduire la vitesse de I'écoulement au
moment ol le bras vertical est vidé. Retrouver ce résultat a I'aide du graphe.

Ecoulement d’un fluide visqueux sur un plan incliné :

On considere 1’écoulement permanent d’une couche de fluide incompressible et visqueux, de
hauteur h, sur un plan incliné. On suppose I’écoulement unidimensionnel : le champ des
vitesses sera parallele a I’axe Ox et ne dépendra que de la variable z.

A la surface libre, la pression est uniforme et vaut P,.
La masse volumique du fluide, supposé newtonien, est p et sa viscosité 1.

On admettra qu’a cause de la faible viscosité de 1’air au-dessus du fluide, il n’y a pas de
contrainte tangentielle en z = h.

On donne I’équation de Navier-Stokes pour un fluide newtonien :
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p[z—‘;+ (V.grad)ﬁ} =—gradP+ pg +nAv

a) Simplifier et projeter I’équation de Navier-Stokes.

b) Déterminer le champ des vitesses v =v(z) €_, en tenant compte des conditions aux limites.

¢) On s’intéresse a un écoulement de largeur L selon I’axe Oy, avec L >> h, pour pouvoir
négliger les effets de bord. Calculer le débit volumique Dy et en déduire la vitesse moyenne
du fluide.

d) On considere une riviere de profondeur 5 m, s’écoulant entre deux points distants de
100 km, avec une différence d’altitude de 10 m. On donne :

g=10ms; =1000 kg.m™ ;n,,, =10~ Pa.s

eau

Calculer la vitesse moyenne et commenter le résultat en utilisant le nombre de Reynolds.

e) On s’intéresse maintenant a une couche de glycérine p =900 kg.m™ ;77,,, = 0,85 Pa.s , de

1 mm d’épaisseur, pour un angle 8 = 10°. Reprendre la question précédente.

Ecoulement de Poiseuille :

Un fluide de viscosité dynamique 1 et de masse volumique W s’écoule en régime stationnaire
et incompressible dans une conduite cylindrique d’axe (Oz), de longueur L et de rayon R. Du
fait des symétries du probleme, on cherche en coordonnées cylindriques un champ de vitesses
de la forme v(M) = v,(r,z)u, et un champ de pression P(M) = P(r,z).

a) En exploitant I’incompressibilité de I’écoulement, montrer que v,(r,z) ne dépend pas de z.

b) Montrer que le champ des accélérations a(M) est nul. En appliquant le théoreme de la
résultante dynamique a une particule de fluide, établir 1’équation différentielle dont est
solution v,(r) et I'intégrer en tenant compte des conditions aux limites sur la paroi de la
conduite.

¢) En déduire I’expression du débit volumique D, en fonction des pressions P(z=0)=P; a
I’entrée et P(z = L) = P, a la sortie de la conduite. Comparer le résultat a la loi d’Ohm pour un
conducteur filiforme en électrocinétique.

Application numérique : calculer la chute de pression dans une artere de longueur L = 1 m, de
rayon R = 0,5 cm, ol le débit volumique D, = 80 cm 35!, sachant que la viscosité du sang
vaut N =4.10 =3 Pl. Commenter sachant que le coeur maintient une différence de pression DP
qui, symbolisée par « 12-8 » en médecine vaut AP = 12 - 8 =4 cm Hg.

On rappelle que pour un champ scalaire f(r) :

_ld} 4
Y= r dr[r dr}

Viscosimetre a écoulement :

Un liquide visqueux, incompressible, s'écoule lentement d’un récipient cylindrique de
diametre D dans un tube capillaire horizontal de diametre d et de longueur L. On négligera les
effets dus aux extrémités du tube.

1) Peut-on considérer I'écoulement comme quasi-permanent ? Justifier. En déduire
I'expression du débit volumique qy en fonction de h.
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2) A partir de I'équation de continuité, établir une équation différentielle satisfaite par h(t). La
résoudre pour la condition initiale h(0) = ho.

3) 1l a fallu une durée T = 75 min pour que le niveau du liquide passe de la hauteur hg =5 cm
a la hauteur h; = 2,5 cm. Déterminer la viscosité cinématique du liquide.

OndonneD:Scm,L:4Ocm,d:lmmetg:9,8m.s'2.

Raccordement d’écoulements visqueux :

Deux fluides non miscibles s'écoulent avec un champ de vitesse Vv = v (x,z) u, entre deux
parois fixes confondues avec les plans z=-h et z = h : le fluide (1), de masse volumique p; et
de viscosité 1, s'écoule entre les plans z = -h et z = 0 ; le fluide (2), de masse volumique p, et
de viscosité 1, s'écoule entre les plans z = 0 et z = h (Fig. ci-dessus). Les deux fluides sont en
contact dans le plan z = 0. Les grandeurs pj, p2, N1 et M2 sont uniformes.

lg

P2 M2 _
P11 x

z A

+h

1. Que dire de p2/ p1 ?

2. Justifier que v (x, z) ne dépend pas de x. En déduire la valeur de l'accélération des
particules de fluide.

3. Montrer que p (X, z>0)+ prgz=p (X,2<0) + p; gz = P(x) ot ® (x) est une fonction
inconnue de la seule variable x.

d
4. On donne p(x =0,z =0) - p(x =L, z = 0) = Ap. Montrer que 8_£ est une constante et

déterminer la forme générale du champ des vitesses dans chacun des fluides.

5. Quelles sont les conditions aux limites permettant d'achever la détermination du champ des
vitesses ? On ne demande pas de mener les calculs. Parmi les profils de vitesse proposés sur
les figures ci-apres, quel est le seul profil susceptible de convenir ?

v v v
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Au jardin d’acclimatation :

Au jardin d’acclimatation, on propose aux enfants une attraction ou ils font de la peinture
artistique automatique : une feuille de papier de rayon R =10 cm est fixée sur un plateau
tournant a vitesse angulaire @=10’ rad.s™ constante autour d’un axe vertical fixe (Oz).
L’enfant envoie une goutte de peinture, de masse volumique [, de viscosité 1 et de viscosité
cinématique v =10~ m”.s™" verticalement sur la feuille et la goutte s’étale en un film mince
d’épaisseur h < 0,1 mm. La durée typique de 1’étalement est 7 =100 s. Puis il recommence

avec plusieurs couleurs en plagant la goutte différemment. On se propose dans cet exercice
d’étudier I’étalement de la goutte a I’aide d’une procédure semi-quantitative.

Zz A

¢ h(o)

R(v)

On adopte le modele suivant : la goutte a été€ déposée au centre O et forme a I’instant t un film
de rayon R(t) et d’épaisseur maximale h(t), avec h(t) << R(t). Son volume reste constant, ce
qui donne en « ordre de grandeur » la relation :

h()R* (1) = hyR;
Dans le référentiel tournant, I’équation de Navier-Stokes s’écrit :
o S B . L S
,u(a—v+(v.grad) v} =—gradP + 1g + AV = 2U® AV + f@* OM
t
De plus la goutte d’eau étant assez plate et de faible épaisseur, on suppose le champ de

pression uniforme.

a) Indiquer la signification des différents termes de 1I’équation de Navier-Stokes. En évaluant
des nombres sans dimension, montrer que tous les autres termes contenant la vitesse sont
négligeables devant le terme de viscosité.

b) Exprimer « en ordre de grandeur » la puissance résistante P, due aux forces de viscosité en
fonction de m, R(t), h(t) et dR / dt.

c) Exprimer de méme « en ordre de grandeur » la puissance motrice P, en fonction de U, ®,
R(t), h(t) et dR / dt.

d) En déduire qu’en ordre de grandeur, on a :
R AR _ N
dt 1%

et expliciter R(t). Evaluer la durée T pour qu’une goutte de volume initial V, =107 m’ s’étale

jusqu’en R,, =10cm .

Force subie par un coude de canalisation :

Un fluide circule en régime stationnaire dans une canalisation qui fait un coude d’angle 0.
Pressions et vitesses sont respectivement Py et v; au niveau de la section d’entrée S; et P, et v,
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au niveau de la section d’entrée S,. On fera I’hypotheése que ces grandeurs sont uniformes
dans les sections S; et S,. La canalisation est plongée dans I’air ambiant de pression uniforme
Py.

Calculer les composantes Fy et Fy de la force totale subie par la canalisation. On négligera les
effets de pesanteur et la masse volumique [ sera prise constante. On exprimera Fy et Fy en
fonction de Py, Py, vi, Sy, Sp, 1et .

Coup de bélier :

Une conduite cylindrique horizontale de longueur L et de section droite d’aire S est en
communication avec un réservoir R de treés grande capacité et de niveau d’eau que I’on peut
considérer comme invariable. La conduite est commandée a son extrémité par une vanne (V).
On néglige la viscosité de I’eau.

La vanne est ouverte et le régime stationnaire d’écoulement de débit volumique D, est établi
dans la conduite. L’écoulement est supposé incompressible et la vitesse moyenne
d’écoulement est notée v,

On ferme alors la vanne. La durée de fermeture est T. En exprimant un bilan de quantité de
mouvement, évaluer la force moyenne en retour F,, (coup de bélier) exercée par la vanne sur
le liquide.

| Vanne
1 V)

Evaluer la surpression correspondante AP. AN : L =200 m ; S = 0,30 m’ : D, =150 Lst.

Connaissez-vous des exemples de ce phénomene ?

Force sur une lance d’incendie :

Un tuyau souple, de section S, se termine par un embout dont la section terminale s est tres
petite devant S. La pression dans le tuyau est P; et le jet sort dans 1’atmosphere a la pression
Py. L’embout fait un angle droit avec la partie antérieure du tuyau. La vitesse du jet sera
supposée tres grande devant la vitesse du fluide dans le tuyau.

L’eau étant assimilée a un fluide parfait, calculer le débit massique Dy, et Fy, composante
parallele au jet de la force F exercée par la personne qui tient la lance.
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pression P,

LY
- i “‘\\.\
+ - .y
Ex 1-.\ )
| R
- sections << § |/
Ey Y -
pression Py~

AN : PlZIOlaarfs;PO=1bar;s=1€m2

Systémes a masse variable :

N

On étudie une benne de masse mp a vide pouvant glisser sans frottement sur un plan
horizontal. Elle est, a t = 0, remplie d'une masse m; de sable. Percée d'un petit trou, elle perd
régulierement son chargement avec un taux o =—dm / dt constant (oi m est la masse totale
de la benne a l'instant t). On exerce, pour t > 0, une force horizontale constante F parallele au
plan.

Déterminer 'expression de la vitesse v(t) de la benne puis de sa position x(t) pour t > 0.

Goutte d’eau qui tombe dans un nuage :

A t =0, une goutte d’eau sphérique de rayon ry, animée d’une vitesse vy tombe dans un nuage.
L’humidité du milieu fait croitre le rayon r(t) de la goutte lors de la chute. La croissance du
rayon est modélisée par r(t) = r,(1+ at), avec a > 0. La masse volumique de 1’eau est notée Ll

et la masse de la goutte m(t).
a) Déterminer I’expression de dm / dt en fonction de la surface s(t) de la goutte, de U, a et ry.
b) Déterminer en fonction de v(t) I’équation du mouvement de la goutte. En déduire v(t).

c¢) Reprendre 1I’étude précédent en tenant compte d’une force de frottement de type visqueux

(= Bm(t)v(2) ).

Il pleut sur un chariot :

Un chariot, rempli de sable, avance sans frottements sur des rails horizontaux avec une vitesse
V,- Sa masse totale est alors My. La section du chariot perpendiculaire a la verticale est notée

S.

a) Soudain, la pluie se met a tomber, verticalement, et il rentre, par seconde, D kilogrammes
d’eau dans le chariot. Donner la loi d’évolution de la vitesse v(t) du chariot.
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b) La pluie tombe maintenant avec une vitesse u constante et un angle 6 = 45° par rapport a la
verticale, dans le sens contraire du mouvement du chariot ; on appelle M; la masse du chariot
et de son contenu a I’instant ou la pluie se met a tomber de maniere oblique et v; sa vitesse au
méme instant. Exprimer I’instant ty ou le chariot s’arréte en fonction de My, vy, D, u et 0.

AN: M, =200kg;v,=10m.s™ ;u=20m.s™" ;S =2 m’. Par ailleurs, la météo annonce qu’il
est tombé 2 mm de pluie en une minute. Calculer t,.

Etude d’une turbine :

On étudie une turbine, entrainée par un jet d'eau, qui tourne autour de son axe fixe A a la
vitesse angulaire (t).
r& Q)

Le jet incident et le jet émergent sont unidimensionnels et d'épaisseur négligeable. Ils entrent
et sortent tangentiellement a un cercle d'axe A et de rayon a . Le débit massique d'eau est Dy,
la vitesse du jet incident est v] (module v;) et celle du jet émergent V5 (module v,). La valeur
de v, est connue, mais celle de v, dépend de m(t).

Le moment cinétique par rapport a A de la turbine et de 1'eau qu'elle contient est J®. On
suppose que J est constant.

La machine entrainée par la turbine et les frottements sur 1'axe exercent un moment résistant
de valeur absolue I'. On suppose I" constant, indépendant du régime.

L'action de la pesanteur est ici négligée.

1) En faisant un bilan de moment cinétique, montrer que :
jda Dpha(vi-vy)=-T
dt
2) En appliquant le théoreme de I’énergie cinétique, montrer que:

:V%_Z]-—‘_O)_Q,J(X)d_ﬁ)_l_zPViSCOSité

D, D, dt D,

3) On néglige désormais la dissipation d’énergie due a la viscosité, montrer que:

v3

Jdd—(’tJ:ZDma(vl—am)—l"

4) En régime permanent, en déduire mwrp. Quelle puissance, la turbine fournit-elle en régime
permanent ? La réponse sera donnée en fonction de wgp. v; étant supposé constant, quand est-
elle maximale ? Tracer cette puissance en fonction de Wgp.

5) Déterminer m(t) en régime transitoire. Que vaut T caractérisant la durée de ce régime ?

Tourniquet hydraulique :

On considere un tourniquet hydraulique en rotation autour de 1'axe vertical A. L'eau arrive par
la base avec un débit de masse constant Dy, et ressort par les n branches identiques a la vitesse
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u par rapport a ces branches tangentiellement a la circonférence de rayon a trajectoire des
extrémités du tourniquet. On considere le systeme formé a chaque instant par le tourniquet et
I'eau contenue a l'intérieur. Le moment cinétique de ce systeme par rapport a I'axe A dans le
référentiel d'étude Ry galiléen est Jo. On néglige les forces de frottement.

1) Ecrire 1'équation différentielle du mouvement.

2) En déduire I'expression de ® en fonction du temps et la vitesse angulaire limite ., atteinte.
On supposera ® = 0 pour t = 0.

Force sur une chaine :

-
Quelle force F faut-il exercer pour soulever a
vitesse constante V une chaine de masse linéique

A?

On admettra que la partie de la chaine située sur
le sol n’exerce pas de force sur la partie soulevée.

7

A

Force que subit une lentille :

Un faisceau lumineux cylindrique de longueur d'onde A éclaire une lentille mince convergente
parallelement a son axe optique. On rappelle que dans un modele corpusculaire, la lumiere est

-y < . o . E_. _ .
constituée de photons d'énergie E = hc/A et de quantité de mouvement p =2u ou u est un

vecteur unitaire dans la direction de propagation. Déterminer la force que subit la lentille. On
introduira toutes les données nécessaires.

Modele sommaire de voilier :
On considere un bateau se déplacant a vitesse constante.

On se place dans le référentiel (Oxy) lié au bateau. La surface totale de la voile sera notée S.
Le plan de la voile est incliné d'un angle o par rapport a la direction du bateau. Le vent arrive
sur la voile avec la vitesse V,, selon la direction définie par I'angle B (voir figure).
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4 direction du vent

—

Vi

voile

On suppose que le vent se réfléchit sur la voile selon les lois de Descartes en ne perdant
pratiquement pas de vitesse en module.

On supposera que la pression de 'air est uniforme et on notera L sa masse volumique.

Calculer la force, projetée selon Ox, qui s’applique sur la voile.
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Ondes mécaniques

Résonances sur une corde vibrante en présence de forces volumiques :

On étudie les petits mouvements dans la direction u, d'une corde métallique de longueur L,
fixée en ses deux extrémités d'abscisses x=0 et x=L. On néglige la pesanteur. La corde est
parcourue par un courant d'intensité I=Ilpcosmt et plongée dans un champ magnétique
B = Bysin(tx/L) uy.. On note F la tension de la corde et L sa masse linéique.

a) Montrer que le déplacement z(x,t) d'un point de la corde est solution d'une équation aux
dérivées partielles de la forme :

d’z  , 0%z
a

ou c et A sont deux constantes a exprimer en fonction des données.

—A sin(%) cos(ar)

b) En régime sinusoidal forcé, on cherche une solution de la forme z(x,t) = Csin(7tx/L)cos(mt).
Déterminer C pour ® # 1c/L. Que se passe-t-il lorsque ® tend vers mc/L ?

Etude des vibrations d'une corde verticale :

L'axe (Ox) est vertical ascendant, (Oy) horizontal. Une corde, infiniment souple, de masse
linéique U, de longueur L est suspendue au point A dans le champ de pesanteur d'intensité g.
Lorsque la corde est au repos, son extrémité inférieure coincide avec le point O. Son point
d'accrochage A effectue des oscillations horizontales : ya=acoswt, d'amplitude a tres
inférieure a L. L'extrémité inférieure de la corde ne subit aucune contrainte. Le déplacement
(quasi-horizontal) d'un point P(x) de la corde par rapport a sa position d'équilibre est noté
y(X,t).

y(X,

/] f

y 0
Dans toute la suite, on suppose que y, oy/dx et Jd°y/cx”> sont trés petits et que le
déplacement de la corde ne se produit que dans la direction (Oy).
a) Montrer que 1'équation de propagation des ondes le long de la corde est :

Pyl =g/ k+x9>yI k)
b) On cherche une solution de 1'équation ci-dessus sous la forme :

y(x,1) = a(x)cos @t + B(x)sin wt
* Montrer que o(x) et B(x) vérifient la méme équation différentielle.

*On note : X =x(07/g) ; 0= A)AX) ; P(x) =BoA(X), avec A(0)= 1. Etablir 1'équation
vérifiée par la fonction A(X), puis rechercher une solution de cette équation sous la forme
d'un développement en série entiere :

AX)=1+A X +AX+ ...
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Déterminer les coefficients Ay.

Oscillations transversales d'une corde plombée :

Une corde élastique de masse négligeable est, a I'équilibre, tendue avec une force F entre deux
points fixes O et A distants de 4a. La corde porte, réguliecrement espacés, trois plombs Pj, P,
et P; de méme masse m. On néglige le poids des plombs, chaque troncon de corde dont la
longueur est a dans 1'état d'équilibre initial est caractérisé par la raideur k et la longueur
naturelle Iy < a. On pose 0)02 =F/ma.

On étudie les petits mouvements transversaux des plombs ; I'ordonnée du plomb P, est y, a la
date t (y, << a), on admet que son abscisse reste constamment égale a x, = na.

P, B

©)
AN\

R —

a) Etablir un systeme différentiel du second ordre relatif au mouvement étudié.

b) On recherche des solutions du type y,= ascosmt (tous les plombs vibrant en phase a la

méme fréquence). Déterminer les valeurs de ® possibles pour de tels mouvements (modes
propres du systeme).

Equation de propagation de Klein-Gordon :

On étudie la propagation d'onde le long d'une chaine de pendules simples, identiques, de
masse M et de longueur L, couplés par des ressorts de constante K, représentés sur la figure
ci-dessous :

On notera @, =vK/M et Q,=./g/L.

a

a) Quelle est I'équation de propagation liant les petits déplacements ¥, = L6 , ¥, , et ¥,
des extrémités des pendules ?

b) Quelle est la relation de dispersion des ondes progressives monochromatiques caractérisant
cette propagation ?

c) Représenter la relation de dispersion en précisant la bande permise pour les pulsations
d'oscillations libres de la chaine de pendules couplés.

d) Préciser la forme prise par ces résultats dans 1'approximation des milieux continus.
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Un modéle de propagation du son dans Iair :

Un tuyau calorifugé de section S est partagé en une infinité de compartiments (C,) par des
pistons calorifugés I, et I1,,; de section S et de masse m.

Piston IT, Piston IT ,,

P., P,, P, Poi

<A 4

X, = na + u,(t)

Dans chaque compartiment se trouve une mole d’air, assimilé a un GP évoluant de maniere
isentropique selon la loi de Laplace PV’ =cste. A I’équilibre ; ’abscisse du piston (n) vaut
X, s =na et la pression a la méme valeur Py dans chaque compartiment. Hors équilibre,

n,

I’abscisse du piston (n) vaut x, =na+u,(t), avec un(t)| <<a et la pression dans le

compartiment (n) vaut P;,.

a) Etablir I’expression de la pression P, en fonction de Py, v, a, u, et u,,; et la linéariser. En
déduire 1’équation différentielle linéaire déterminant le mouvement du piston I1,.

b) On fait I’approximation des milieux continus en définissant une fonction u(x,t) variant peu
a I’échelle de a, telle que u(na,t) =u,(t). Etablir I’équation aux dérivées partielles dont est
solution u(x,t). Définir une célérité c et commenter son expression.

c) Evaluer la célérité ¢ du son dans I’air en supposant que les pistons de masse m du modele

sont en réalité constitués par le volume d’air V =Sa compris entre deux pistons dans le
modele.

Ondonne: y=14; F =1bar; u,=13 kg.m‘3 (masse volumique de I’air dans les CNTP).

Corde plombée :

Une corde de longueur 2L et de masse linéique gy a ses deux extrémités fixées sur un axe

(Ox). Une masse ponctuelle M solidaire de la corde a été placée a égale distance de ses
extrémités. On ne tiendra pas compte de la pesanteur et on se limitera aux petits mouvements
selon un axe (Oy) perpendiculaire a (Ox). La corde est tendu avec une tension Ty. On note

T
c= |- et m=2u,L (masse totale de la corde).

Hy

a) Soient ¥, (x,t) et ¥,(x,t) les élongations de la corde respectivement pour 0 < x <L et

pour L < x<2L. Y(t) repere le mouvement de la masse M. Déterminer les modes propres de
cette corde plombée.

b) Etudier les cas particuliers :

M —>0M<<m), M = (M >>m) et M finie non nulle et t, — 0

retrouver simplement le résultat obtenu.
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Réflexion sur une masse libre :

Au point d’abscisse x =0 d’une corde trés longue, de masse linéique 4, est attachée
une masse m (par exemple une perle enfilée sur la corde). Une onde incidente
y (x,1)=ae ™™ arrive du c6té x<0. Déterminer I’expression du coefficient de
—_—I

réflexion 7 (en négligeant le poids de la masse). Que se passe-t-il si m —> o ?

Propagation d’une onde de choc :

Des billes de masse m sont distantes de d et peuvent glisser sans frottement sur une tige
rectiligne.

On applique a la premiere bille une force constante F jusqu’au premier choc. Les
chocs sont supposés €lastiques. Une onde de choc se propage.

Trouver la vitesse de 1’onde de choc.

Corde de guitare :

Une corde de guitare de longueur L et de masse linéique W est tendue (tension Ty) entre deux
points O et A. A I'instant t =0, la corde est abandonnée dans la position de la figure (corde
pincée) sans vitesse initiale.

y(x,0) = f(x) avec f(x)= nt pour xe€ [O,a] et f(x)= h? pour xe€ [0, L]
a —-a

a) Donner I’équation y(x,t) représentant la forme de la corde a un instant t.
Rappel : la fonction 2L — périodique impaire se confondant avec f(x) sur I’intervalle [0,L] est

développable en séries de Fourier selon :

,  sin Y —
i L
" m*a(L-a) n’

f(x)= Z'::Bn sin (n 27 i) ou

v AN

@)

b) Déterminer la force Fy exercée par la corde sur I’extrémité A (chevalet). Que se passe-t-il si

L )
« I’attaque » s’effectue en a =— (p entier) ?

Equation des télégraphistes :

On se propose de représenter un cable coaxial réel par le schéma :
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Adx

Ag i(x,0) [TYTEN A A _i(x+dx,Q

adx

ut b/d lax  uGcdx

By B

i(x,t) i(x+dx,t)

a) Relier ot/ dx,iet di/ ok ;relier de méme di/ dx,uet du/ ok.

b) Etablir finalement deux équations aux dérivées partielles vérifiées 1'une par i(x,t) et I'autre
par u(x,t) (équation des télégraphistes).

¢) On cherche de solutions de la forme i(x,t)=I,e **e/® .

* En déduire deux relations liant o, k et ® a (a,b,A,Y).

* Exprimer o en fonction de w/k, ay et A/b. Obtenir ainsi une équation bicarrée
donnant k en fonction de .

Bouchon automobile, équation de Burgers :

On décrit la circulation automobile sur une autoroute d'axe Ox s'étendant entre X = - oo et X =
+ oo par le nombre d'automobiles n (X, t) par unité de longueur et le débit d'automobiles D (x,
t) tel que le nombre d'automobiles qui traversent une section d'abscisse X pendant dt dans le
sens des x croissants vaut ON = D (x, t) dt. Un bouchon forme a l'instant t en tout point ol n
(x, t) dépasse la valeur ny. En revanche si n (X, t) < ny en tout point, la circulation est fluide.
L'enjeu du modele est de savoir si, la circulation étant fluide a l'instant t, elle le reste
ultérieurement.

1. En faisant un bilan du nombre d'automobiles sur le systeme ouvert et fixe compris a chaque
instant entre X et X + dx, établir la relation :

2. On suppose dans cette question que la vitesse des automobiles est une constante cyp. En
déduire que n (x, t) est solution de 1'équation aux dérivées partielles :

x " S0%9x

Vérifier que toute fonction n (x, t) = f (x - cot) est solution de cette équation d'onde et
interpréter physiquement. On admet dans la suite qu'il s'agit de la solution générale de cette
équation. Dans le cadre de ce modele. est-il possible d'interpréter I'apparition d'un bouchon a
partir d'une situation initiale fluide ?

3. On affine désormais le modele de la circulation automobile en supposant que la vitesse ¢
des automobiles est une fonction affine décroissante de la concentration n, ce qu'on écrit :

c=c0(1—n£j pour 0 <n<ny
0

alors que pour n > ny; on a ¢ = 0 de telle sorte qu'il se forme un bouchon.

a) Montrer que le débit D(n) passe par un maximum pour une valeur n,, de n qu'on exprimera.
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b) Etablir la nouvelle équation aux dérivées partielles (équation de Burgers) dont est solution
n(x,t):

dn o oo o
o “ox n, ox

Pourquoi la méthode de superposition d'ondes proportionnelles a exp (jot -jkx) ne peut-elle
pas convenir pour résoudre cette équation aux dérivées partielles ? La figure suivante fournit
le résultat d'une simulation numérique pour n (x, t > 0) ainsi que la condition initiale n (x, t =
0). Commenter.

_nM

t>0\
_t=0

)

3- On se propose d'interpréter les observations en linéarisant I'équation d'onde au voisinage
d'un état uniforme n (X, t) = np < ny. On pose donc n (X, t) = ng + € (X, t) et on limite les
calculs a I'ordre un en €. Montrer que € (X, t) est solution de I'équation :

o &jﬁ_
o [1_2nM x 0

Quelle est la vitesse de propagation de I'onde progressive solution de cette équation ? Justifier
alors la possibilité d'engendrer un bouchon a partir d'une situation initiale fluide.

Echelle de perroquet :

f'l\x

On considére un fil de torsion (de constante C), autour
Ia duquel peuvent osciller des barres réguliérement espacées

de la distance a.

Toutes les barres oscillent dans des plans horizontaux,

perpendiculaires 3 I'axe Ox: le moment d'inertie des barres

par rapport a cet axe est noté 1.

La masse des barres, de longueur 2L, vaut m; on pourra

prendre: J=mI’/3

S
CH

¢ La rotation de la n-éme barre (supposée homogéne) sera repérée par l'angle 6,(7), compté a
partir de la position d’équilibre ou le fil est sans torsion, et I'on néglige tout frottement.
1) Ecrire I'équation différentielle satisfaite par I'angle 6,(7) .
2) La chaine est supposée illimitée et |'on envisage la propagation d'ondes de la forme :
8, () = Oexpli(wt —kna)]
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Est-il logique de considérer ©® comme indépendant de n ?
Déterminer la relation de dispersion @(k).

En déduire la vitesse de phase et la vitesse de groupe ; étudier les cas limites ka — 0 et
ka — m . Pourquoi obtient-on une pulsation maximum ,, correspondant a ko =m ? Décrire le
mouvement des barres dans cette derniére situation.

3) Rappeler ce qu'est l'approximation des milieux continus; dans le cadre de cette
approximation, déterminer I'équation vérifiée par I'angle de rotation 8 (x =na.t) .

Donner I'expression de la célérité ¢ et commenter.

Ondes capillaires :

On considere deux fluides non miscibles, incompressibles et homogenes L et G: L est en
dessous et G au-dessus. A leur interface, on a une onde repérée par (x, t). Ici on négligera la
pesanteur mais on prendra en compte les phénomenes de tension superficielle. Ceux-ci se
manifestent par 1’existence d’une différence de pression entre les deux liquides a I’interface :

PL-Pg=4

ou a est une constante et R le rayon de courbure.
1- Trouver I’équation de dispersion des ondes.
2- Si I’onde se propage selon les x décroissants, obtient-on le méme ® ? Justifier.

3- Comment se transforme la relation de dispersion si on tient compte de la pesanteur ?

Onde sonore engendrée par un corps solide en forme de tole ondulée en déplacement :

Un corps solide présente une surface en forme de tole ondulée « illimitée selon Oy », de profil
sinusoidal de période L et d’amplitude {y. On supposera que (o << L. Il se déplace a vitesse
constante v = v Uy .

Etudier les ondes acoustiques sinusoidales provoquées dans I’air (masse volumique po et
compressibilité ) par le déplacement de la surface.

Ondes discretes sur une ligne a retard :

Une ligne a retard semi-infinie est constituée de l'association en cascade d'une infinité de

blocs L - C identiques (Fig. suivante). On note v, (t) la tension a l'entrée du bloc (n + 1) et

vn+1(t) la tension a la sortie du bloc (n + 1) qui est aussi la tension a I'entrée du bloc (n + 2). La

ligne est semi-infinie c'est-a-dire que 0 < n < oo et un BF impose vy(t) = E cos(mt) a l'entrée du

bloc (1). On se place en régime sinusoidal forcé de pulsation ® et on utilise la notation
: 2

complexe en posant v,(t) = A, exp(jot) . On pose o T
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Vp | ¥n+1
C

o

1. Etablir la relation de récurrence définissant la suite des A,. On cherche des solutions de la
forme A, = y1". Montrer que r est solution d'une équation du second degré, dont le produit des
racines vaut 1 ; vérifier que son discriminant change de signe pour ® = ®c.

2. On se place dans le cas ou ® < Mc.

a) Montrer qu'on peut mettre la solution sous la forme v, (t) = E cos (wt - kna) ou a est la taille
d'une maille.

b) Montrer que la relation de dispersion s'écrit :

./ka)

()
- SIHKT

C
et justifier qu'on doit se limiter au domaine 0 < k < 7/a.
c) Exprimer la vitesse de phase et la vitesse de groupe.

Les graphes de vy(m) et vy(®) sont fournis sur la figure : commenter et vérifier les valeurs
limites pour ® --> 0 et ® --> ®c.

A .

/
>

»

- W
@¢

3. Déterminer la forme de 1'onde pour ® > @), et vérifier qu'elle est amortie spatialement.

4. Vérifier la cohérence des résultats précédents avec une « analyse électrique » du circuit
pour ® --> oo et  --> 0.
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Ondes acoustiques

Influence de la viscosité sur la propagation d’un son :

Dans le cas d’un fluide visqueux, 1’équation vérifiée par le champ des vitesses est 1’équation
de Navier-Stokes :

p(g—‘; + (ﬁ.gmd *j =—gradP + nAv

ou 7 est la viscosité dynamique du fluide. On suppose que les fluctuations de masse
volumique et de pression sont petites et que 1’évolution est isentropique.

a) Etablir I’équation de propagation :

n dAp) 19°p 2

Ap + —-— =0 avec: c =1
P pcl ot ¢l o’ ( PoZies =)

On pourra utiliser div(Av) = A(divv) .
b) On cherche une solution sous la forme d’une onde plane progressive monochromatique du
type p= poe
* Déterminer la relation entre k et ®.
* On pose k =k'-ik".Pour un fluide faiblement visqueux, k"<< k'. Donner I’expression de
k" au premier ordre en M. Quelle est sa signification physique ?
* AN: pour l'air dans les conditions usuelles, p,=13kgm™>, c,=340ms™" et

n=17.10"Pl. A quelle distance un son est-il atténué de 20 dB pour un son de fréquence
1 000 Hz puis 100 kHz ?

Isolation phonique :

Pour étudier l'atténuation sonore introduite par un mur, on adopte le modele sommaire
suivant : dans un tuyau de section S, une onde sonore incidente plane progressive harmonique
de pulsation ® arrive sur un piston de surface S, d'épaisseur e et de masse volumique W, libre
de se déplacer au voisinage de x = 0. On cherche un champ des vitesses de la forme :

vi(x <0, t) = Ay exp(jot-jkx)+B; exp(jot+jkx) ; v (x > e, t) = A, exp(jot-jkx+jke).
1) Justifier cette forme et écrire les surpressions p; (X, t) correspondantes.

2) Ecrire les conditions aux limites sur le piston indéformable et en déduire que

. -1
A = [1 + Jope “ej
A 2u,c

3) En déduire le facteur de transmission en puissance T du mur. On donne po = 1,3 kg.m™,
=2.10° kg. m et ¢ = 340 m.s™.

Quelle doit étre I'épaisseur minimale du mur si on veut une atténuation d'au moins - 40
décibels pour f = 1 kHz? Et pour f = 100 Hz?
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Couche sonore « antireflet » :

a) Les impédances caractéristiques des tissus musculaires et de I'air pour les ultrasons valent
Z,=40-102kg-m2-s1 et Z,=17-10kg - m2 571
Calculer le coefficient de transmission des puissances sonores & une interface air-muscle et commenter.

b) Pour supprimer 'onde réfléchie dans l'air, on réalise Graisse
une couche antiveflet d'épaisseur e en graisse, d'impé-
dance Zg (Fig. 13). On note ¢,, ¢, et ¢, les célérités du son
dans chacun des trois milieux, et on pose k, = mic,,
ky = wlc, et k= wic,,. On cherche alors en notation com- Alr Muscle
plexe des champs de vitesses dans les trois milieux de la
forme :

vix«0) = A exp(jot - jk,x) ;
vix>e) = A expljot - jk, x) 0 e
vi0ax<e) = Agexpljot - jk x) + Byexp(jot + jkx) .

Quelie est la forme correspendante du champ des surpressions dans les trois milieus: ? Ecrire les conditions aux limites.
Une élimination non demandée donne la condition :

z -z, (7, -7
o [ g m _9i
77 (Zg+ mjeXp( Jkge).

Vérifier sa pertinence sur un cas particulier. Déterminer les valeurs convenables de e et Z,.

Production de son par une téle ondulée :

Un solide présente, dans le plan z = (1, une surface en forme de tole ondulée d'équation
E(x) =Re {E_,“ exp(j Kx)} avec K = 2p/L et &, << L. On suppose que cette surface est

illimitée selon Oy. On déplace ce solide a 1a vitesse V, = Vou, (V, = Cte) dans de l'air
au repos.

Etudier les ondes acoustiques générées z

dans l'air par le déplacement du
solide.

On notera py la masse volumique de
I'air au repos et ¥s son coefficient de
compressibilité isotherme.

v

Ondes sonores sphériques :

Une sphére pulsante de centre fixe O dont le ravon a(t) = ag + aycos(mt) varie sinusoidalement avec une ampli-
tude o, << ap << A émet des ondes sonores dans tout V'espace extérieur a la spheére, rempli d’air de masse volu-
mique |, ol la célérité des ondes sonores vaut ¢. Compte tenu de la symétrie du probléme, on cherche en coor-
données sphériques de centre O un champ de pression de la forme p{M.i) = p(r.t) et on rappelle que pour
un champ scalaire f(r.i) ne dépendant ni de 8, ni de © en coordonnées sphériques, le laplacien peut s'écrire :

1a2(r f(r))

1. Déterminer la forme générale des solutions pq(r,t) del'éguation de d’Alembert et interpréter. Justifier qu'on
doit cholsir p, = {1/} f{r—ct).

2. Dans la suite, on pose k¥ = w/c et on cherche une solution de la forme p; = (A/ricos(wi—kr—a).

a) Déterminer le champ des vitesses correspondant.

b} Comment se simplifie I'expression de v pour r << L ? En déduire les expressions de A et .

¢} En déduire la puissance moyenne rayonnée a travers une sphére de rayon r.

d} Comparer ie rayonnement sonore de la sphére pulsante avec le rayonnement dlectromagnétique d'un dipole
glectrique {analogies et différences).
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Tuyaux sonores de section variable :

On étudie la propagation d’ondes acoustiques dans un tuyau rigide d’axe (Ox) et de section
circulaire de surface S(x) variant lentement avec X. Le fluide est de I’air dont les conditions
sont données a 1’équilibre par po (masse volumique) et o (coefficient de compressibilité
isentropique). On néglige la pesanteur.

a) Préciser les hypotheses qui permettent d’assimiler la perturbation sonore a un écoulement
unidimensionnel. On supposera ces conditions réalisées par la suite et on désignera par p(x,t)
la surpression, v = v(x,t) u_ la vitesse et p(x,t) la masse volumique du fluide.

* A partir d’un bilan de matiere, établir I’équation linéarisée :

0 a(Sv)
S _p - _po —_~ 7
ot ox
A . . . v op
* De méme, en faisant un bilan de quantité de mouvement, montrer que : P, 5 = o
t X

* A I’aide d’une hypothese que I’on précisera, relier les variations temporelles de p et de p.

* En déduire I’équation de propagation relative a la surpression p(x,t). On fera apparaitre la

.. 1dS
quantité —— .
S dx

b) Déterminer les propriétés des ondes acoustiques se propageant dans un pavillon

. 1ds 1 o 4
exponentiel pour lequel Ed_ =—, ou a est une constante positive. Commenter les résultats
X a

obtenus.

c¢) Le tuyau est maintenant conique (par exemple, tuyau principal du haut-bois), de longueur
¢ =L-d . On s’intéresse aux ondes acoustiques sinusoidales de pulsation .

* Montrer que 1I’onde de surpression peut s’écrire, pour d < x <L :

a  ipe b !
:ej(wt kx)+:ej(wt+la)

X, t) =
p(x,1) P
Que vaut k ? En déduire le champ des vitesses acoustiques v(X,t).
X,t .. )
* L’impédance acoustique est définie par Z(x)= B(( )) et on choisit Z(L)=0 (sortie
v(x,t

ouverte). Déterminer I'impédance d’entrée Z(d) en fonction de po, ¢, k, d et L. Que dire des
fréquences propres du tuyau conique comparées a celles d’un tuyau de section constante et de
méme longueur lorsque : Z(d)=0 ? ; Z(d) —> 4o ?
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Ondes de surface :

On va s'intéresser aux ondes de surface qui se propagent sur l'eau. Apres avoir établi les
équations de propagation de ces ondes, on s'intéressera a 1'énergie qu'elles transportent puis a
leur réflexion sur une paroi fixe. Le fluide sera considéré comme idéal dans toute cette partie.

1) Etablissement des équations d'onde :

On va considérer que l'eau, incompressible, ne subit aucun courant permanent et que le
déplacement des ondes se fait dans un bassin de profondeur constante H (le fond est plat). La
pression atmosphérique est Pp =1 bar. Le but de cette partie est d'obtenir les équations
linéarisées liées au passage de I'onde. On repere 'altitude de la surface libre par h(y,t) en un
point repéré par y. Le probleme sera traité en ne considérant aucune propagation en x. Les
termes d'ordre un seront h(y,t) et v, norme de la vitesse.

z

Niveau atmosphire

moyen T hiF et

{d'equilibre) -] i ¥
Je

Fond {(-H)

a) Donner I'équation du mouvement d'une particule fluide lors du déplacement de I'eau au
passage de 1'onde. La simplifier en ne conservant que les termes d'ordre un.

b) On va approcher la pression dans le fluide en l'assimilant a la pression hydrostatique.
Déterminer P en fonction de z et h.

c¢) Dans le cadre de la linéarisation, on ne s'intéresse qu'au terme de vitesse suivant l'axe Oy,
vy. Déduire de ce qui précéde une relation différentielle entre vy et h. La vitesse v, peut-elle
étre nulle ? Quelle est la dépendance de vy en z ?

d) Considérons une colonne fixe comprise entre y et y+dy sur une largeur ¢ en x.
Déterminer le volume d'eau dV qu'elle contient. Faire un bilan de matiere sur la colonne et en
déduire une nouvelle relation différentielle entre vy et h. Linéariser cette relation.

e) Déduire de ce qui précede les équations d'évolution de vy et h en fonction de y et t.
Déterminer la célérité ¢ des ondes qui se propagent dans le cadre de ce modele. Donner la
forme générale des solutions de I'équation en h (on ne demande pas la démonstration).
Interpréter les termes de cette solution.

f) En supposant que l'expression de c reste valable, expliquer qualitativement pourquoi les
vagues se brisent en arrivant pres de la plage.

2) Onde sinusoidale :

On va considérer une onde incidente qui se propage dans le sens des y croissants, sinusoidale
de période T et d'amplitude a; en h.

Numériquement, on prend H=5m, 3;=0,50 met T=6s.

a) Donner hi(y,t) et vi(y,t). Quelle est la valeur de l'amplitude de la vitesse dans l'onde
incidente ? Que vaut la longueur d'onde A ?

b) Estimer la vitesse verticale obtenue ici et la comparer a vy. Conclure.

c¢) L'onde arrive sur une jetée orientée suivant Ox, située en y = 0 et s'y réfléchit. Quelles sont
les conditions aux limites du systeme qui se développent sur la jetée ? En déduire 1'expression
de I'onde réfléchie pour h.(y,t) et vy (y,t).
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d) Donner alors I'expression générale de h(y,t) et vy(y,t) autour de la jetée. Comment nomme-
t-on ce type d'onde et pourquoi ?

e) Quel phénomene important n'a pas été pris en compte pour la propagation des ondes
océaniques ? Donner un exemple de type d'onde océanique de période beaucoup plus grande
que T=6s.

Bruit d’hélicoptere.

Un hélicoptere fait du sur place au-dessus d’un lac gelé sur lequel un promeneur se déplace.
Le promeneur entend un son assez grave dont la puissance est maximale lorsque 1’hélicoptere
est dans une direction faisant un angle o = 45° avec la verticale. Lorsque la méme scene a lieu
au dessus d’une pelouse, le bruit est maximum lorsque 1’hélicoptere passe a la verticale du
promeneur.

1- Montrer que la situation au-dessus d’un lac ne peut pas s’interpréter si le promeneur ne
percoit que 1’onde lui arrivant directement de 1’hélicoptere.

2- On suppose que le lac se comporte comme un miroir parfait. Justifier la validité de
I’approximation de 1’acoustique géométrique qui permet d’utiliser les lois de Descartes. En
supposant que le champ de surpression ne subit pas de déphasage a la réflexion, interpréter
I’observation du promeneur sur le lac et déterminer un ordre de grandeur de la fréquence du
son émis par 1’hélicoptere.

3- Justifier que le coefficient de réflexion en puissance de 1’onde sonore sur le lac est proche
de 1. En quoi cela influe-t-il sur I’observation ?

4- Pourquoi le méme effet ne se produit-il pas dans le cas de la pelouse ? Interpréter
I’observation du promeneur dans ce cas.

Ondes magnétohydrodynamiques dans un fluide :

Un fluide au repos, conducteur de conductivité & est plongé dans un champ magnétique
uniforme et stationnaire ]§0 = B, u,; la masse volumique py et la pression Py sont uniformes.
Cet état de repos est perturbé par la propagation d'une onde plane décrite par les champs de
vitesse V = V, (z, t) et de pressmn P =Py + Py (z, 1), ainsi que le champ électrique E = E (z,

t), le champ magnétique B= B +B (z, t) et la densité de courants j= j, (z, t).

L'écoulement est supposé parfait, incompressible et homogeéne de masse volumique p = po.
On néglige toute autre force que les forces de pression et les forces de Laplace, dont on

rappelle la densité volumique dF /dt = ]A B.

Tous les champs portant l'indice 1 sont supposés infiniment petits de méme ordre et on limite
tous les calculs a I'ordre 1 en ces infiniment petits.

1. La loi d'Ohm locale dans un élément de volume dt de vitesse v s'écrit :

i=o(E+7"B).
Commenter cette expression. Dans toute la suite, on suppose que ¢ = o (modele du
conducteur parfait) ; en déduire l'expression de E, en fonction de v, et B, en supposant que

I 3 "est borné.

2. Ecrire les équations aux dérivées partielles couplant les différents champs de I'onde, en
supposant que le champ €lectromagnétique peut étre décrit dans I'ARQS et que le milieu reste
localement neutre.
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Justifier le qualificatif magnétohydrodynamique attribué a ces ondes en examinant le
processus de couplage des champs E etB.

3. Dans toute la suite, on cherche des ondes harmoniques, c'est-a-dire des champs en notation
complexe proportionnels a exp (j wt - j kz).

Montrer que le champ des vitesses, le champ électrique et le champ magnétique sont
transversaux. Montrer que la surpression P; est nulle.

4. Ecrire en notation complexe quatre équations couplant les champs E,, B,, j etv,. Une
élimination non demandée conduit a la relation de dispersion :

Poko
K=o’ 55t
BO
Vérifier 'homogénéité de cette relation. Que peut-on en conclure quant a la propagation d'un
signal non harmonique ?

Définir et calculer une grandeur caractéristique de ces ondes dans le mercure ou py = 7,6.10°
kg.m'3 avec By = 1 T. Comparer l'ordre de grandeur obtenu a d'autres ordres de grandeurs
familiers.

Corde de Huygens :

On consideére une corde accrochée a ses deux
extrémités, sans masse mais portant tous les 1
des masselottes de masse m.

Pour simplifier, on supposera le
nombre de masselottes égal a 2N + 1 et celle
en N + 1 a la masse 2m.

N+1

Trouver X, et y, de la n'“™ masselotte. Passage aux milieux continus. On pourra introduire
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Electricité

Diode Zener :

a) On considere une diode Zener dont la caractéristique est donnée. Modéliser cette diode
danslecasi>0eti<O.

Fratnre | i Figmn: 2 = Iy simn el

|Iﬂ 'y j ﬁ
1 | kt| —

N

b) On I'utilise dans le circuit proposé€. Déterminer l'intensité du courant i(t) et représenter la
courbe correspondante sur une période.

Détecteur de créte :

On considere le montage ci-dessous ; la tension d'entrée est ve(t)=V(sinwt. On suppose que

RC>>T =2n/ ®. La diode est supposée idéale et de seuil nul. On note v(t) la tension aux
bornes de R.

a) Décrire  qualitativement et comparer les N _ip

évolutions temporelles de ve(t) et v(t). On pourra (D) ic

s'aider d'une représentation graphique. ve(t) — v(t)
. . . . ¢ C .

b) A partir de quel instant t() le courant ip devient- IR

il nul ? Montrer que v(tQ) » V(.

¢) Comment varie v(t) aux instants ultérieurs ?

d) Montrer qu'au cours d'une période, la variation maximale de tension Dv aux bornes de la
résistance est approximativement proportionnelle a T et que Dv/ V(g << 1.

e) AN : on désire que la tension v(t) soit de I'ordre de 12 V et qu'un courant de 1 mA circule
dans R. Quelle doit étre la valeur de la capacité C pour que Dv/ V(g < 10 - 2, la fréquence du
générateur étant de 50 Hz ?

Fabrication d’un générateur sinusoidal :

Il existe plusieurs facons de transformer un signal triangulaire en signal sinusoidal. Le
principe découle de celui, plus général, qui consiste a approcher une fonction donnée
quelconque au moyen de petits segments. Le schéma de principe de 1’'une des réalisations
possibles est donné sur la figure suivante. Les diodes sont supposées étre idéales (tension de
seuil nulle) et, par conséquent, le passage de 1’état bloqué a I’état passant se fait brutalement.

On suppose U; < U, < Us ..... < U,
1. Déterminer I’expression de V en fonction de V..

2. Tracer I’allure de la courbe V, en fonction de V., dans le cas ou toutes les résistances sont
égales a R. On donne Uy =kUy (k=1,...,n; Uy=0,1 Vetn=06).
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3. Les diodes ne sont pas parfaites. Quelle sera alors I’allure de la tension V ?

Conversion alternatif — continu :

On envisage le circuit de la figure 7 alimenté par une tension v,(t) = Ey; cos(wt). On adopte le modéle de I'AO
idéal (courants d’entrée nuls, sortie équivalente & un générateur de tension parfait) avec un gain infini. On adopte
le modéle de la diode idéale :

i=0 si v<0 e v=0 si i>0.

] P

Vi 7

velt) Figure 7

La figure 8 fournit les graphes des tensions v;(t) & la sortie du pont de diodes, v,(t) & la sortie de 'AO et v5(t) &
la sortie du montage complet.

1. On se place aux instants i tels que v,(t) > O de telle sorte A
que vy (t) = v,(t) > 0. Montrer que les diodes D, et D5 (respec- | VY=o
tivement D; et Dy) ne peuvent pas étre ni toutes les deux pas- 5% T\ V. v

F £ iy i i N / / y
santes, ni toutes les deux bloquées. En déduire I'état des dio- \ / N/ \
des et interpréter I'allure de la tension v; (). Reprendre I'étude g \ / \
pour v,(t) < 0. , \if \ / Vg

2. Interpréter I'allure de vo(t). Quel est I'intérét du montage : Lol
aA0? Figure 8

3. On s'intéresse désormais au rdle du bloc R — L — C.
a) On se place tout d’abord en régime sinusoidal forcé de pulsation @. Exprimer la fonction de transfert
H = v,/v, enfonctionde R, L, C et de jo. A quelle condition, supposée vérifiée dans la suite, peut-on mettre
cette fonction sous la forme : 1
=T +ja/ @)
Quelle est alors 'expression de ¢y ? Quelle est alors la nature du filtre ?
b) Dans la suite, on limite le DSF de v,(t) aux deux premiers termes non nuls soit :
2E 33
vo(t) = —ﬂM £ EEEAE].

3

Justifier la forme de ce DSF tronqué. Quel est la frequence du premier terme négligé non nul ?
) Exprimer la tension de sortie v5(t) en supposant que ® > @y. On définit son taux d'ondulation par :

_ V3max ~ U3 min

Us moyen

Exprimer p en fonction de @/w,. Comment pourrait-on mesurer p en travaux pratiques avec un oscilloscope
sachant que son ordre de grandeur est 1 % ?
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Circuit non linéaire, taux de distorsion harmonique :

Un circuit (RLC) parallele est excité par la sortie d'un quadripdle imparfaitement linéaire
commandé par la tension e(t) = Ecosmt. Vu de ses bornes de sortie, ce quadripdle équivaut a
une source de courant i(t) contrdlée par la tension e(t) (figure 1).

i(t)

e T o % — Ts(t)

L

@)

On donne la courbe de transfert i(e) qui admet l'origine des coordonnées pour centre de
symétrie : (figure 2)

ALA)

'10 I] """"""""""""""""

______________________________ \
5 10 e(mV)

Lnax=50 MA ; [;=18,2 pA ; E=10 mV

1) Tracer sommairement la fonction i(t) et justifier rapidement que i(t) s'exprime par une série
de la forme :

i(1) =Y By, cos(2k +ax
k=0
2) On admet, pour simplifier, que la série peut étre limitée a deux termes :
i(t) = B, cosax + B, cos 3ax
Afin de déterminer les coefficients B; et Bs, on effectue les lectures de i correspondant aux

deux valeurs particulicres E et E/2 de e(t) : pour e=E, on note i=I,x et pour e=E/2, on note
i=I;.

a) Déterminer les coefficients B; et B; en fonction de 1.« et de I;.

b) Application numérique pour E=10 mV. Calculer B, B3 et le taux de distorsion
harmonique de i(t) définie par D=B3/B,;.

3) Etablir I'expression de I'impédance complexe <(jw) du circuit sélectif (RLC) parallele sous
la forme :

2(jo) = K
1+jo| 2%
Q, o

Q) et Q étant deux parametres a expliciter et a définir.
4) La quantité Q est choisie égale a la pulsation ® de la tension de commande e(t).

a) Déterminer en fonction de R, Bj, B3 et Q I'expression de la tension s(t) aux bornes
du circuit sélectif.
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b) Application numérique : quelle valeur maximale doit-on attribuer au parametre Q
pour que le taux de distorsion harmonique D de s(t) n'excede pas 0,2% ?

Systeme électronique linéaire :

Pour analyser les composantes fréquentielles d’un signal sonore (analyse des phéno-
menes du langage par exemple), on utilise un transducteur (microphone) qui convertit
le signal en une tension v, (), puis un filtre passe-bande qui extrait les composantes
sinusoidales de fréquences voisines d’une fréquence fo donnée.

On note v (¢) la tension de sortie du filtre. Le filtre est un circuit linéaire dont la fone-
tion de transfert s’écrit :

H,

H(jo) = = = .
v, : w wo
wy

On se propose de déterminer les caractéristiques Hy, Q et wp du filtre partir des
oscillogrammes obtenus en régime périodique pour une tension V(1) rectangulaire
pour deux valeurs de fréquences.

On rappelle la décomposition de Fourier de v, (¢) dans le cas ol v, (f) est périodique,
de période T, avec :

k)

T
Ve(t) = Vo pour0 < r < 7

/i
vg(a‘):Opour55£<T

ve(1) =V [:1 + E i . sin [(2k + l)w;r]jl avec w) = 28
2. W — 2k + 1 T
Premiere expérience ™~ j‘ \(1)! !
e voies (1) et (2) en position DC ; |z /
* base de temps : 50 us par carreau ; ! i e
o sensibilité : R
voie (1) 0,5 V par carreau | \ / /
voie (2) 2V par carreau | | 2}; |\,

Dans cette expérience :

la tension v, (¢) est quasi sinusoidale ;

st on augmente la fréquence de v, (z) par rapport a la valeur correspondant a cet
oscillogramme, on constate que I’amplitude de v, (¢) diminue :

sL, par rapport a cette méme fréquence, on diminue légérement la fréquence de v . (¢),
on constate que I’amplitude de v, (¢) diminue également.
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e voies (1) et (2) en position DC; I
e base de temps : 5 s par carreau ; - \ / \
e sensibilité :

voie (1) 2V par carreau / \ /
voie (2) 0,2V par carreau 2)Y

Deuxiéme expérience G D\

1. Pourquoi, dans chaque expérience, la tension de sortie v () ne comporte-t-elle pas
de composante continue, contrairement a la tension d’entrée v, (¢) ?
2. Déduire de I’oscillogramme de la premiére expérience et du commentaire qui 1 ac-
compagne :
(a) la pulsation wy ;
(b) la valeur de Hy.
3. Dans la deuxieéme expérience, vy () est triangulaire alors que v, (t) est rectangulaire.
Le filtre a un comportement intégrateur.
(a) Donner I’expression approchée de H (jw) dans le domaine de fréquences corres-
pondant a la deuxiéme expérience.
(b) En utilisant I’oscillogramme de la deuxieéme expérience, déterminer, en justifiant

o H i
la méthode utilisée, le rapport OTCUU En déduire la valeur de Q.

Facteur de puissance : une installation électrique est alimentée sous une tension efficace
U.=200V. Elle consomme une puissance P=12kW. La fréquence est f=50Hz et
I'intensité efficace 80 A.

a) Sachant que cette installation est du type inductif, calculer la résistance R et l'inductance
propre L qui, placées en série et avec la méme alimentation, seraient équivalentes a
l'installation.

b) Calculer la capacité C a placer en parallele sur l'installation pour relever le facteur de
puissance a la valeur 0,9.

Filtres de Wien, de Colpitts et de Hartley :

a) Etablir la fonction de transfert du filtre de Wien (figure (a)) utilisé en sortie ouverte (i, = 0)
et la présenter sous la forme normalisée pour un filtre du second ordre. Préciser notamment la
nature du filtre, le facteur de qualité Q et le coefficient d'amortissement s.

j 11 5 | AT
—{rH —{ R ! [ » 1
C ! L,
C £ |
H 0 u Ly G T w u; — U
L,
/7777 /7777 /7777
Circuit (a) Circuit (b) Circuit (¢)

b) Mémes questions pour le filtre de Colpitts (figure (b)) et pour le filtre de Hartley (figure
(c)).

c¢) Tracer le diagramme asymptotique de ces trois filtres.
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Amplificateur de chaine Hi-fi :

Un amplificateur de chaine hi-fi peut étre modélisé par le schéma électrique suivant, dans
lequel la résistance d’entrée R, sera considérée comme infinie :

Y A Yz

C)Te(t) Ge(t)T CE‘—F Tvs(t)
5

On réalise pour cela les deux essais suivants :

* Essai n°1 : e(t) = E cos (27@ft), R = 16 Q, valeur efficace de e(t), 1 mV. On mesure avec un
oscilloscope numérique une valeur efficace en sortie égale a 0,67 V.

* Essai n°2 : e(t) = E cos (2xft), R = 8 Q, valeur efficace de e(t), 1 mV. On mesure alors une
valeur efficace en sortie égale a 0,5 V.

De plus, on constate que, lors de chaque essai, les deux signaux de sortie gardent, quelle que
soit la fréquence, la méme valeur efficace et sont en phase avec e(t).

a Déterminer le gain a vide G et I’'impédance de sortie complexe Z.

b L’amplificateur étant alimenté par une tension e(t) = E cos (2nft), quelle doit étre la
résistance de charge R pour qu’il fournisse le maximum de puissance moyenne a tension
d’entrée d’amplitude E constante ?

Conduction du courant :

Le cuivre a pour masse molaire M=63,54 g.mol™' et pour masse volumique p:8,8.103 kg.m'3.
Calculer le nombre d'atomes de cuivre par unité de volume. En admettant qu'un atome de
cuivre libere un électron de conduction, calculer la vitesse moyenne v de ces électrons
corr?spondant a un courant de 10 A circulant dans un fil de section droite s=1 mm? (7,5.10™
m.s ).

Détermination d'intensités :

Calculer 1'intensité dans la branche AB du réseau ci-dessous :

A
160
T4V 60 24 vl
|
B

Charge d’un condensateur a I’aide d’une source de tension :

Pour t < 0, le circuit est au repos et e(t) est un échelon d’amplitude E.
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a) On s’intéresse a 1’état du circuit juste apres ’application de la tension E ; déterminer i;(0"),
i,(0%), 1(0%) et v(0™).

E
=
\ A

b) On s’intéresse au régime permanent; déterminer .
i1(+00), ip(400), i(+00) et v(+o0). 12 4

c) Etablir I’équation différentielle vérifiée par v(t). ‘ ()
)

d) Déterminer 1I’expression de v(t) et représenter
graphiquement 1’allure de v(t).

e) On appelle temps de réponse a 5%, trsq, le temps que
met le condensateur pour atteindre 95% de sa charge finale ; calculer trsq,,.

Oscillateur a relaxation :

Le montage étudié comporte un condensateur C, un générateur de fém constante E et de
résistance interne R, un interrupteur parfait (K) ainsi qu’un « éclateur ».

Le fonctionnement de I’éclateur est décrit par sa caractéristique tension-courant, qui fait
apparaitre quatre parties. Lorsque la tension u croit a partir d’'une valeur inférieure a sa
tension d’amorcage U,, I’éclateur se comporte comme un circuit ouvert : le courant i est nul
(segment [O,A]). Dés que u atteint la valeur U,, I’éclateur devient conducteur : il laisse passer
un courant d’intensité i, (« saut » [A,A’]). Ensuite, si la tension décroit, il se comporte comme
un dipdle passif de résistance r (segment [A’,E’]). La tension peut ainsi décroitre jusqu’a la
valeur d’extinction U, de I’éclateur, pour laquelle il redevient isolant (« saut » [E’E]).

.
-

i

Schéma du circuit étudié (a gauche) et caractéristique de I’éclateur (a droite)

On admet que «les sauts » sont instantanés et qu’ils sont impossibles en sens inverse. Au
point E de la caractéristique, 1’éclateur ne peut redevenir conducteur a tension constante et au
point A’ il ne peut redevenir isolant a tension constante.

1) Le condensateur étant initialement déchargé, on ferme a t = 0 I’interrupteur (K).

a) Montrer que, juste apres la fermeture de (K), I’éclateur se comporte comme un circuit
ouvert.

b) Déterminer, dans 1’hypothese ou 1’éclateur se comporte toujours comme un circuit ouvert,
la valeur de u(t) en régime permanent.

¢) Quelle valeur E,;, faut-il donner a E pour que u(t) atteigne la valeur d’amorcage ?
2) On suppose désormais que E > E .

a) Ecrire et résoudre 1’équation différentielle satisfaite par u(t) tant que I’éclateur ne s’amorce
pas.

b) Exprimer I’instant t, auquel 1’éclateur devient conducteur ainsi que les valeurs de u et dei a
cet instant.

3) Etude de la phase de conduction de I’éclateur.
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a) Dans la phase qui suit ’amorgage, donner le circuit équivalent au montage avec le nouveau
fonctionnement de 1’éclateur.

b) Déterminer la condition portant sur E, R, r et U, pour que ’intensité du courant dans
I’éclateur puisse s’annuler.

c) Cette condition étant réalisée, établir la nouvelle équation différentielle vérifiée par u(t) et,
apres ’avoir intégrée, déterminer I’instant t. pour lequel le courant dans I’éclateur s’annule.

4) Décrire I’évolution ultérieure a t.. Représenter graphiquement u(t).

5)on donne E=500V, U, =450V, U. =150V, R=100Q, r=10 Q et C =1 pF. En régime
établi, calculer la période de la tension u(t).

Courant en dents de scie :

On considere i=f(t) donnée par la courbe ci-contre. i)
Calculer l'intensité moyenne et l'intensité efficace de ce I
courant en dents de scie. o
T 2T 3T t
'IO
Etude d'un circuit (RLC) :

On dispose d'un condensateur de capacité C =20 uF, d'une bobine de résistance R = 10 Q et
de coefficient d'auto-inductance L =0,3 H, d'un générateur BF délivrant une tension
sinusoidale de valeur efficace 100 V et de fréquence f = 50 Hz.

Calculer l'intensité du courant et son déphasage par rapport a la tension quand on applique la
tension successivement :

a) Aux bornes du condensateur.
b) Aux bornes de la bobine.
¢) A l'ensemble condensateur-bobine en série.

d) A I'ensemble condensateur-bobine en parallele.

| A2
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